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РАЗРАБОТКА ИНТЕРАКТИВНОГО ПРИЛОЖЕНИЯ 

ДЛЯ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИОНАЛА СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ 

ФЕРРОНЕМАТИКА В ПАКЕТЕ MAPLE 

Д. Ф. Хайртдинов, Д. В. Макаров  

Пермский государственный национальный исследовательский университет, 

614990, Пермь, Букирева, 15 

При расчете равновесной ориентационной структуры ферронематика 

(суспензии магнитных частиц в нематическом жидком кристалле), взаимо-

действующего с ограничивающими поверхностями и внешними полями, 

возникает необходимость минимизировать функционал полной свободной 

энергии такой суспензии 𝐹 = ∫ 𝐹𝑉𝑑𝑉 [1–2]. В ряде простых случаев этот 

процесс может быть автоматизирован, а некоторые его этапы можно прово-

дить в интерактивном режиме с помощью графического интерфейса пользо-

вателя. В настоящее время существуют системы компьютерной математики, 

такие как Maple или Mathematica [3], в которых предусмотрены средства, 

необходимые для создания подобного рода интерактивных приложений. 

Целью настоящей работы является создание Maple-приложения с интер-

активным графическим интерфейсом пользователя (Maplet’a), вычисляюще-

го, во-первых, вклады в плотность свободной энергии ферронематика для 

заданной пользователем геометрии задачи, во-вторых, минимизирующего 

функционал полной свободной энергии ферронематика и выводящего на 

экран соответствующие уравнений ориентационного равновесия. Кроме то-

го, в качестве примера будет решена задача о нахождении трехмерных де-

формаций поля директора в ферронематике. 

Рассмотрим ферронематик, находящийся 

в контакте с ориентирующей стенкой и 

помещенный в произвольно ориентиро-

ванное однородное магнитное поле 

(Рис. 1). Сцепление жидкокристалличе-

ской матрицы со стенкой будем считать 

жестким и планарным, т.е. в отсутствие 

внешних полей единичный вектор  𝒏 

(директор), характеризующий направле-

ние преимущественной ориентации мо-

лекул жидкого кристалла, ориентирован 

вдоль оси 𝑥, лежащей в плоскости стен-

ки (ось легкого ориентирования). Сцеп-

ление между директором и единичным вектором намагниченности суспен-

зии также будем считать абсолютно жестким и планарным, в этом случае 

оба вектора определяются одним и тем же набором полярных и азимуталь-

ных углов. Магнитное поле 𝑯 приложим под произвольным углом по отно-

шению к ориентирующей стенке: 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 
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 𝑯 = 𝐻(sin 𝜃𝐻 cos 𝜑𝐻 , sin 𝜃𝐻 sin 𝜑𝐻 , cos 𝜃𝐻).                        (1) 

В этом случае отыскиваемое поле директора можно представить следую-

щим образом: 

𝒏 = (sin 𝜃(𝑧) cos 𝜑(𝑧),  sin 𝜃(𝑧) sin 𝜑(𝑧) ,  cos 𝜃(𝑧)) .                 (2) 

Полная свободная энергии ферронематика 𝐹 в рассматриваемой задаче 

имеет вид [2, 5]: 

𝐹 = ∫ 𝐹𝑉𝑑𝑉 ,                                                       (3)  

𝐹𝑉 =
1

2
[𝐾11(div 𝒏)2 + 𝐾22(𝒏 ∙ rot𝒏)2 + 𝐾33(𝒏 × rot𝒏)2] − 

−
1

2
𝜒𝑎(𝒏 ∙ 𝑯)2 − 𝑀𝑠𝑓𝒏 ∙ 𝑯 +

𝑘𝐵𝑇

𝑣
𝑓 ln𝑓.                                  

Первый вклад в 𝐹𝑉 (3) представляет собой потенциал Озеена-Франка, второй 

– плотность диамагнитной энергии ЖК-матрицы, третий – плотность энер-

гии взаимодействия феррочастиц с магнитным полем, четвертый – вклад эн-

тропии смешения «идеального газа» феррочастиц в суспензии; здесь 𝜒𝑎 > 0 

– это анизотропия магнитной восприимчивости ЖК, 𝑯 – вектор напряжен-

ности магнитного поля, 𝐾𝑖𝑖 – константы Франка, 𝑀𝑠 – намагниченность 

насыщения материала частицы, 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана, 𝑇 – температу-

ра, 𝑣 – объем феррочастицы, 𝑓 – объемная доля феррочастиц в суспензии. 

  

Рис. 2. Диалоговые окна Maple-приложения 

В данной работе было создано Maple-приложение, предназначенное для 

вычисления плотности свободной энергии ферронематика и записи соответ-

ствующих уравнений Эйлера-Лагранжа [2, 4] по заданным пользователем 

компонентам внешнего поля и поля директора (в декартовой системе коор-

динат). Например, их можно задать в виде, представленном в (1) и (2). Для 

этого пользователь в главном окне приложения (Рис. 2, левое окно) в соот-

ветствующих интерактивных полях записывает компоненты директора и 

вектора напряженности магнитного поля. Затем нажимает кнопку «Вычис-
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лить F» и в специальных полях выводятся рассчитанные значения вкладов 

свободной энергии 𝐹𝑉 (3). Чтобы получить систему уравнений ориентаци-

онного равновесия для углов поворота директора и намагниченности нужно 

нажать кнопку «Уравнения». После чего появляется отдельное окно (Рис. 2, 

правое окно), в котором отображаются соответствующие уравнения.  

В рассматриваемой геометрии задачи (Рис. 1) с учетом (1)–(3) система 

уравнений Эйлера-Лагранжа имеет следующий «интеграл движения»: 

𝑓(𝜃)(𝜃′)2 + 𝑔(𝜃)(𝜑′)2 + 𝜒𝑎𝐻2 𝑝2(𝜃, 𝜑) + 2𝑀𝑠𝑓𝐻𝑝(𝜃, 𝜑) = const,          (4) 

𝑓(𝜃) =  𝐾11 sin2 𝜃(𝑧) + 𝐾33 cos2 𝜃(𝑧), 

𝑔(𝜃) = 𝐾22 sin4 𝜃(𝑧) + 𝐾33 sin2 𝜃(𝑧) cos2 𝜃(𝑧), 

𝑝(𝜃) = sin 𝜃(𝑧) sin 𝜃𝐻 cos(𝜑(𝑧) − 𝜑𝐻) + cos 𝜃(𝑧) cos 𝜃𝐻. 

В одноконстантном приближении (𝐾 = 𝐾11 = 𝐾22 = 𝐾33) [4] для малого 

угла отклонения вектора магнитного поля 𝜃𝐻 от ориентирующей плоскости 

𝑥𝑂𝑦, осуществим разложение «интеграла движения» (4) по малому фор-

мальному параметру 𝜀:  𝜃 =
𝜋

2
− 𝜃1𝜀 − ⋯ , 𝜃𝐻 =

𝜋

2
− 𝜃𝐻1𝜀 − ⋯ . Нулевой и 

первый порядок разложения дают для поправок первого порядка замкнутую 

систему дифференциальных уравнений, которая может быть проинтегриро-

вана: 

∫
𝑑𝛼

√[2ℎ + ℎ2(1 + cos(𝛼 − 𝜑𝐻))][1 − cos(𝛼 − 𝜑𝐻)]

𝜑(𝑧)

0

= 𝜁,               (4) 

∫ 𝐴−1/2𝑑𝛼 = 𝜁,                                                               (5)
𝜃(𝜁)

𝜋
2

 

𝐴 = [ℎ + ℎ2 cos(𝜑 − 𝜑𝐻)] [(
𝜋

2
− 𝜃𝐻)

2

cos(𝜑 − 𝜑𝐻) − 2 (
𝜋

2
− 𝛼) (

𝜋

2
− 𝜃𝐻)] 

+ (
𝜋

2
− 𝛼)

2

[ℎ2 + 2ℎ − ℎ cos(𝜑 − 𝜑𝐻)], 

здесь введены безразмерная напряженность магнитного поля ℎ =
 𝐻𝜒𝑎

𝑀𝑠𝑓
 и без-

размерная координата 𝜁 =
𝑀𝑠𝑓

√𝐾𝜒𝑎
𝑧. 

Результаты численное решение системы интегральных уравнений (4) – (5) 

представлены на рисунках 3 и 4. На рисунке 3 построены зависимости углов 

𝜃 и 𝜑 от координаты 𝜁, определяющей расстояние до ориентирующей плос-

кости, для различных значений углов 𝜑𝐻 и 𝜃𝐻, которые задают ориентацию 

магнитного поля. Видно, что чем больше углы 𝜑𝐻 и 𝜃𝐻, тем сильнее закру-

чивается (деформируется) структура ферронематика. По мере удаления от 

плоскости углы ориентации директора и намагниченности асимптотически 

стремятся к направлению магнитного поля. Пример трехмерной визуализа-

ции деформированной ориентационной структуры ферронематика при 

𝜃𝐻 = 0 и двух значений угла 𝜑𝐻 показан на рисунке 4. 
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Рис. 3. Пространственные зависимость углов 𝜑 и 𝜃, задающих направление 

 директора и вектора намагниченности ферронематика 

  
Рис. 4. 3D-визуализация деформаций ориентационной структуры ферронематика 

 в магнитном поле. Красной стрелкой показано направление напряженности поля 

Работа выполнена при частичной поддержке Министерства образования и 

науки РФ (проект № 2014-153-643). 
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