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ВВЕДЕНИЕ 
 

В связи с уменьшением числа аудиторных часов и увеличением 

доли самостоятельной работы студентов возникает необходимость в 

разработке учебных пособий для более эффективного освоения студен-

тами раздела «Аналитическая геометрия». Этот раздел изучается в дис-

циплинах «Алгебра и аналитическая геометрия» или «Аналитическая 

геометрия 1», читаемых для студентов всех направлений механико-ма-

тематического и физического факультетов, а также в курсе высшей ма-

тематики.  

В данном учебном пособии собраны задачи по трем основным 

разделам «Аналитической геометрии»: «Элементы векторной алгебры», 

«Линейные образы» и «Образы второго порядка». Разделы разбиты на 

темы, включающие достаточно подробные теоретические сведения.  

В конце каждого раздела приведены лабораторные работы: две в 

разделе «Элементы векторной алгебры» – по темам «Метод координат. 

Простейшие задачи аналитической геометрии» и «Операции над векто-

рами»; две в разделе «Линейные образы» – по темам «Прямая на плос-

кости» и «Прямая и плоскость в пространстве»; а также одна лаборатор-

ная работа в конце раздела 3 – по теме «Приведение линий второго по-

рядка к каноническому виду». В начале каждой лабораторной работы 

разобраны решения типовых заданий.  

В конце пособия приведены тесты с ответами для каждого раз-

дела. Приведенные лабораторные работы могут быть использованы для 

промежуточного контроля, тесты – для подготовки к тестированию по 

соответствующей теме. Приведенные варианты тестовых заданий явля-

ются аналогичными, но не совпадающими с вариантами тестов проме-

жуточного контроля. 
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Раздел 1. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

Тема 1. Операции над векторами 

Определение операций  
(сложение, вычитание, умножение вектора на число) 

 
Определение. Вектор – это упорядоченная пара точек, т.е. пара то-

чек, одна из которых называется началом, другая концом. 

Чтобы задать вектор, нужно задать: 

 начало, 

 направление (соотнесенный луч), 

 длину. 

Определение. Равные векторы – векторы, имеющие одинаковые 

длины и одинаковые направления, но при этом векторы не обязаны сов-

падать. 

Утверждение. Два вектора AВ  и CD  равны тогда и только тогда, ко-

гда при соединении начал и концов этих векторов отрезками получается 

параллелограмм (рис. 1). 

 

Рис. 1 

Определение. Множество всех равных между собой векторов назы-

вается свободным вектором. 

Определение. Два (и более) вектора называются коллинеарными, если 

они лежат на одной или параллельных прямых. 

Определение. Три (и более) вектора пространства называются ком-

планарными, если они лежат в одной или параллельных плоскостях. 

Определение. Вектор c  назовем суммой векторов a  и b , если бу-

дучи приложенным к началу вектора a , его конец будет совпадать с 

концом вектора b , причем конец вектора a  совпадает с началом b  

(рис. 2): 

A 

B 

C 

D 

CDAB
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Рис. 2 

Определение. Вектор b  называется произведением числа   на век-

тор a , если 

1) b ║ a ; 

2) ab   ; 

3) ab  0 ,  

       ab  0 . 

 

Свойства линейных операций над векторами 
 

1) abba  ; 

2)    cbacba  ; 

3) aaa  00::0 ; 

4) 0::  aaaa , a – противоположный вектор вектору a ; 

5)   baba   ; 

6)   aaa   ; 

7)    aa   . 

 

Правило параллелограмма. Приложим a  и b  к одной точке и до-

строим до параллелограмма. Тогда суммой этих векторов будет яв-

ляться вектор, совпадающий с диагональю параллелограмма, начало ко-

торого совпадает с общим началом данных векторов (рис. 3). 

 

Рис. 3 

 
 

 

b
a

 
 

 

ba 
b

a

bac 
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Задачи 

 

1. Найти на рисунке все тройки векторов, которые удовлетворяют 

равенству zyx  , записать соответствующие равенства.  

 

2. Векторы a , b , c , d , g  приложены к точке O и расположены в 

записанном порядке против часовой стрелки 52a ,||  , ,|| 2b   

,|| 13c   ,|| 2d   ,2g   углы между векторами a  и b , b  

и ,  и ,  и  равны 60, 30, 45, 105 соответственно. 

Найти все тройки векторов, подчиняющихся правилу суммиро-

вания, записать соответствующие равенства. 

3. На плоскости дан треугольник АВС. Найдите точку O этой плос-

кости, такую, что . 

4. В параллелограмме ABCD точка K делит сторону AB в отношении 

3:1, а точка L делит сторону CD в отношении 2:3. Выразить через 

векторы, лежащие на сторонах параллелограмма, векторы: 

, ,  (двумя способами). 

5. На плоскости даны параллелограмм и произвольная точка O. До-

казать, что . Доказать обратное утверждение: 

если для некоторого плоского четырехугольника ABCD и точки O 

имеет место соотношение , то ABCD – па-

раллелограмм. 

6. Доказать, что сумма всех векторов с общим началом в центре пра-

вильного многоугольника и концами в его вершинах равна нулю. 

7. На векторах ,  и  построен параллелепипед. Доказать, 

что диагональ  этого параллелепипеда проходит через центр 

тяжести E треугольника ABC. 

8. Доказать, что стороны АВ и DC четырехугольника ABCD парал-

лельны тогда и только тогда, когда отрезок MN, соединяющий се-

редины этих сторон, проходит через точку O пересечения диаго-

налей. 

c c d d g

0 OCOBOA

DK BL KL

ODOBOCOA 

ODOBOCOA 

OA OB OC

OD
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Разложение вектора по данным векторам 

 
Определение. Линейной комбинацией данной системы векторов 

 с данным набором чисел  называется сумма 

. 

Утверждение. Любой вектор плоскости можно представить в виде ли-

нейной комбинации двух неколлинеарных векторов этой плоскости. 

Утверждение. Любой вектор пространства можно представить в виде 

линейной комбинации трех некомпланарных векторов этого простран-

ства. 

Задачи 

 

9. Векторы  и  совпадают с медианами треугольника 

ABC. Выразить векторы, совпадающие со сторонами треуголь-

ника, через a  и b .  

10. В правильном шестиугольнике KLMNPQ , . Пред-

ставить векторы, совпадающие с остальными сторонами шести-

угольника, в виде линейной комбинации векторов и . 

11. В треугольнике ABC точка M делит сторону AB в отношении 3:5, 

а точка K делит сторону BC в отношении 3:1. Выразить вектор 

 через векторы  и .  

12. В параллелограмме ABCD точка M делит диагональ BD в отноше-

нии 2:5. Разложить вектор  по базису  и . 

13. В равнобедренной трапеции ABCD точка O – точка пересечения 

диагоналей, коэффициент подобия треугольников AOC и BOD ра-

вен k, , . Найти разложение вектора  в линей-

ную комбинацию векторов , . 

14. В треугольнике ABC точка M – точка пересечения медиан, 

, . Выразить через a  и b  векторы  и . 

15. В параллелограмме ABCD точка K – середина стороны BC, а точка 

M – середина стороны CD, , . Выразить векторы 

 и  через a  и b . 

16. Из точки O выходят два вектора:  Найти какой-

нибудь вектор  идущий по биссектрисе угла AOB. 

naaa ,...,, 21 n ,...,, 21

nnaaa   ...2211

aAK  bBL 

tKL  sQP 

t s

CM 1eAK  2eAC 

AC
1eAM  2eMB 

1eBA  2eOD  BC

1e 2e

aAM  bAC  AB BC

aAK  bAM 

BD AD

., bOBaOA 

,OM
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17. В треугольнике ABC проведена биссектриса AD угла A. Выразить 

вектор  через векторы  и . 

18. В треугольнике ABC точки M, N, K – середины сторон AB, BC, AC 

соответственно, точка O – точка пересечения медиан ABC. 

Определить координаты векторов , при-

нимая за базисные векторы . 

19. Дан куб ABCDA1B1C1D1, , , , где K, L, M–

середины граней, противолежащих вершине A. Выразить через 

векторы ,  и  вектор , где точка P делит отрезок BA1 в 

отношении 2:5, а точка Q делит отрезок CC1 в отношении 6:1. 

20. Медианы грани АВС тетраэдра SABC пересекаются в точке М. 

Выразить вектор  через векторы ,  и . 

21. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 точка K – середина ребра 

A1D1, точка L – середина ребра CD, точка B1 – середина отрезка 

MC1. Принимая векторы , ,
 
за базисные, 

определить координаты векторов   

22. Зная радиусы-векторы трех последовательных вершин паралле-

лограмма, найти радиус-вектор точки пересечения его диагона-

лей и радиус-вектор четвертой вершины. 

23. Пусть ABCD – параллелограмм, . Найти ко-

ординаты всех вершин параллелограмма и точки пересечения его 

диагоналей в системе координат . 

24. В пространстве заданы четыре точки: A, B, C и D. Точка E – сере-

дина AB, F – середина CD. Доказать, что . 

25. В правильном восьмиугольнике ABCDEFGH , . 

Выразить через  и  векторы, совпадающие с остальными сто-

ронами восьмиугольника. 

26. В тетраэдре АВСD точка М – середина ребра ВС, точка Q – точка 

пересечения медиан грани ВСD, , , . Вы-

разить через ,  и  векторы , , , , . 

27. Дан треугольник, вершинами которого являются концы трех ре-

бер параллелепипеда, выходящих из одной его вершины. Дока-

зать, что точка пересечения медиан треугольника принадлежит 

диагонали параллелепипеда, выходящей из той же вершины, и де-

лит эту диагональ в отношении 1:2.  

AD AB AC

KMACABBCBNKB ,,,,,

21, eKNeOB 

kAK  lAL  mAM 

k l m PQ

SA SB SC SM

ABe 1 ADe 2 13 AAe 

.DM,KL ,LM ,LB ,CK 1

AСeABe
3

1
,

2

1
21 

21eeA

 BDACEF  5,0

аAВ  bAН 
a b

bАВ  cАC  dАD 

b c d ВC BD CD DM АQ
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Тема 2. Координаты векторов в аффинной (АСК) 
и прямоугольной декартовой (ПДСК) системах 

координат 

Линейная зависимость и независимость в координатах,  
разложение вектора по данным векторам 

 

Определение. Система векторов  называется линейно за-

висимой, если существует такой набор коэффициентов , из 

которых хотя бы один не равен нулю, что линейная комбинация данной 

системы векторов с этим набором коэффициентов равна нулевому век-

тору . 

Определение. Система векторов  называется линейно за-

висимой, если хотя бы один из векторов этой системы можно предста-

вить в виде линейной комбинации остальных векторов этой системы. 

Определение. Система векторов  называется линейно не-

зависимой, если ее линейная комбинация равна нулевому вектору 

 только в случае нулевого набора коэффици-

ентов . 

Определение. Система векторов  называется линейно не-

зависимой, если ни один из векторов этой системы нельзя представить 

в виде линейной комбинации остальных векторов этой системы. 

Теорема. Если в системе векторов имеется нулевой вектор, то система 

линейно зависима. 

Теорема. Если в системе векторов имеется линейно зависимая подси-

стема, то и вся система линейно зависима. 

Теорема. Любая подсистема линейно независимой системы линейно 

независима. 

 
  

naaa ,,, 21 

n ,,, 21 

0...2211  nnaaa 

naaa ,,, 21 

naaa ,,, 21 

0...2211  nnaaa 

n ,,, 21 

naaa ,,, 21 
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Геометрический смысл линейной зависимости и независимости  

векторов 

 

Теорема. Для того чтобы a  и b  были линейно зависимы, необходимо 

и достаточно, чтобы они были коллинеарны a ║b .  

Следствие. Нулевой вектор коллинеарен любому вектору. 

Следствие. Для того чтобы два вектора a  и b  были линейно незави-

симы, необходимо и достаточно, чтобы они были не коллинеарны. 

Теорема. Для того чтобы система из трех векторов была линейно не-

зависима, необходимо и достаточно, чтобы эти векторы были некомпла-

нарными. 

Теорема. Любые 4 вектора в пространстве линейно зависимы. 

Следствие. Для того чтобы векторы cba ,,  были линейно незави-

симы, необходимо и достаточно, чтобы они были некомпланарны.  

Следствие. Нулевой вектор компланарен любой паре векторов. 

Задачи 

 

28. Определить, какие из систем векторов являются линейно зависи-

мыми: 

1) ,  и ; 

2) ,  и ; 

3) ,  и . 

29. Для линейно зависимых систем предыдущего задания найти ко-

эффициенты нулевой линейной комбинации. 

30. Найти разложение вектора  по векторам и  в каждом из 

следующих случаев: 

1) , ; 

2) , ; 

3) , . 

31. Показать, что каковы бы ни были три вектора  и числа 

, векторы  компланарны. 

32. Зная разложение векторов  по трем некомпланарным век-

торам и , проверить, будут ли  компланарны, и в 

 20;3 a  7;5;2b  11;5;4 c

 5;4;1 a  1;3;2 b  2;1;0 c

 20;3 a  7;5;2b  5;5;5c

d ba , c

 6;5;2 d      8;3;4,3;4;3,4;5;2  cba

 15;13;0 d      3;1;2,2;1;1,4;3;1  cba

 2;2;6d      0;1;1,3;0;2,4;2;0  cba

cba ,,

 ,, accbba   ,,

nml ,,

ba , c nml ,,
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случае утвердительного ответа дать линейную зависимость, их 

связывающую: 

1)  ; 

2)  ; 

3)  

33. Найти линейную зависимость между данными четырьмя неком-

планарными векторами: , , , 

. 

34. Разложить вектор  по трем некомпланарным векто-

рам ,  

35. Установить, линейно зависима или нет тройка векторов  

и, когда это возможно, представить вектор  как линейную ком-

бинацию векторов a  и b , если: 

1) ; 

2)  

3)  

Деление отрезка в данном отношении 

 

Определение. Разделить отрезок АВ в данном отношении  − это 

значит на прямой АВ найти такую точку С, что: 

1) ; 

2) точка С принадлежит отрезку АВ, если >0, и лежит вне отрезка 

АВ, если <0. 

Дано: АСК: , , ,  (рис. 4). 

,2 cbal  ,2 cabm  bacn  2

,cl  cban, cbam 

,cbal  .can, cbm 

cbam  cbn 5,0 bap 

cbq 

cbas 

cbam 2 ,ban  .32 cbp 

,,, cba

c

     6;1;1,2;4;1,1;2;5  cba

     ;3;6;3,3;6;9,2;4;6  cba

     .3;7;8,16;24;8,12;18;6  cba




СВ

АС




321 ,, eeeO  AAAA  ;;  BBBB  ;; .
СВ

АС
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Рис. 4 

Найти: .  

 

Если =1, то точка С есть середина отрезка АВ. Ее координаты 

вычисляются по формулам: 

 

Задачи 

36. Найдите координаты точки M, делящей отрезок, ограниченный 

точками M1(2; 3) и M2(–5; 1), в отношении:  

1) ;  2) ;  3) ;  4) . 

37. Даны две точки: . Найти точки C и D, делящие 

отрезок AB на три равные части. 

38. Пусть в данной аффинной системе координат даны точки 

 Точки C, D, E делят отрезок AB на четыре рав-

ные части. Найти координаты этих точек. 

39. Определить координаты концов отрезка AB, который точками 

C(2; 2) и D(1; 5) разделен на три равные части. 

  

 СССС  ;;

.
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Длина, орт и направляющие косинусы вектора в ПДСК 

 
Пусть . Тогда длина этого вектора будет вычислять 

по формуле . 

Если даны координаты точек 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), то 

расстояние между ними можно вычислить по формуле 

. 

Определение. Единичный вектор, имеющий одинаковое направление 

с данным вектором a , называется ортом вектора a . 

 
Направляющие косинусы 

 

Пусть α – угол наклона вектора  к оси Оx; 

β – угол наклона вектора  к оси Oy; 

γ – угол наклона вектора  к оси Oz. 

 

 

Рис. 5 

 zyxa ,,

222 zyxа 

2
12
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Определение.  – направляющие косинусы век-

тора a  (рис.5). 

Теорема. Сумма квадратов направляющих косинусов любого вектора 

 равна единице: . 
Формулы вычисления направляющих косинусов через координаты век-

тора: 

cos 𝛼 =
𝑥

|𝑎̅|
=

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
; 

cos 𝛽 =
𝑦

|𝑎̅|
=

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
; 

cos 𝛾 =
𝑧

|𝑎̅|
=

𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
. 

 

Задачи 

40. Найти длины векторов, заданных своими координатами в ПДСК: 

, , , , . 

41. Даны векторы , , . Найти 

длины векторов: 

1) ;  

2) ;   

3) . 

42. Даны векторы , , . Найти орты 

векторов: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) . 

43. В условиях предыдущей задачи найти направляющие косинусы 

векторов: 

1) ; 

2) ; 

3) . 

Во всех случаях проверить: выполняется ли основное свойство 

направляющих косинусов. 

 cos,cos,cos

 zyxa ,, 1coscoscos 222  

 2;1;2  3;3;7   3;2;6   5;5;5   5;6;7

 1;3;2 a  0;1;0b  3;5;2 c

ba 

cb 

cba 32

 1;2;2 a  0;1;0b  3;5;2 c

a

cb 

cba 

cba  43

a

cb 

cba 22
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44. Могут ли направляющие косинусы какого-либо вектора быть 

равными числам: 

1)  2)  3)  

Обосновать ответ. 

45. Найти координаты вектора , направляющие косинусы кото-

рого равны , если он образует с ортом  

острый угол и имеет длину . 

46. Радиус-вектор точки M составляет с осью Oу угол , а с осью 

Oz угол , его длина . Найдите координаты точки M, 

если ее абсцисса . 

Задание ПДСК в многогранниках и нахождение координат 
векторов, их длин, расстояний между точками 

 

Задачи 

47. Три некомпланарных вектора  попарно ортогональны, а их 

длины соответственно равны 2, 3 и 6. Найти длину вектора 

 и направляющие косинусы этого вектора в ПДСК, 

связанной с векторами .  

48. К вершине куба приложены три силы, равные по величине 1, 2, 3 

и направленные по диагоналям граней куба, проходящим через 

эту вершину. Найти величину равнодействующей этих сил. 

49. Дан куб ABCDA1B1C1D1 со стороной AB = 7. Точка T делит ребро 

DD1 в отношении 2:5, а точка S делит ребро B1C1 в отношении 

3:4. Найти длину отрезка TS.  

50. В прямоугольном параллелепипеде  со сторо-

нами , ,  точка M делит отрезок AC1 в от-

ношении 2:1, точка N ребро BB1 – в отношении 5:1, точка Q делит 

отрезок D1C в отношении 2:1. Найти: 

1) расстояние между точками N и Q;  

2) расстояние от точки M до плоскости ВВ1С1С. 
 

2

2
;
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;

2
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2
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1
cos   j
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Тема 3. Скалярное произведение векторов 

Определение скалярного произведения и его свойства. 
Вычисление скалярного произведения  

с использованием свойств 

 

Определение. Скалярным произведением векторов a  и b  называется 

число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла  

между ними. . 

Поскольку , , то 

. 

Скалярное произведение в механике 

Пусть некоторая сила  производит работу, перемещая матери-

альную точку по прямой из 𝑀1 в 𝑀2. Пусть 𝑀1𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑠̅. Величина этой 

работы А вычисляется по формуле 

, 

где  − угол между  и . 

Геометрические свойства скалярного произведения 

Теорема (О геометрических свойствах скалярного произведения)  

; 

𝑎̅ ∙ 𝑏̅ > 0   − острый угол (𝑎̅, 𝑏̅ ≠ 0̅) 

𝑎̅ ∙ 𝑏̅ < 0   − тупой угол (𝑎̅, 𝑏̅ ≠ 0̅) 

𝑐𝑜𝑠𝜑 =
𝑎̅ ∙ 𝑏̅

|𝑎̅| ∙ |𝑏̅|
. 

Алгебраические свойства скалярного произведения 

1)  (коммутативность); 
2)  (дистрибутивность); 

3)  (ассоциативность относительно умножения на число); 

4) ,  



cos baba

bпрb a cos aпрa
b

 cos

bпрaaпрbba ab


f

cos sfA

 s f

0 baba





abba 

cabacba  )(

)()( bаbа  

22 аааа  .00,0 22  ааа
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Задачи 

51. Векторы  и  образуют угол . Зная, что , 

, вычислить . 

52. Единичные векторы  удовлетворяют условию 

. Найти . 

53. Зная, что , , , , вычислить 

. 

54. В треугольнике АВС проведены медианы AD, BE и CF. Вычис-

лить .  

55. Упростить выражение , если , 

, , где , , . 

56. Вычислить скалярное произведение двух векторов , зная их 

разложение по трём единичным взаимно перпендикулярным век-

торам ,  и : , . 

Вычисление косинуса угла между векторами, длины 
вектора, проекции вектора на направление другого вектора 

с использованием свойств 

Задачи 

57. Дано: , , . Найти модуль вектора 

.  

58. Дано: , , , , векторы ,  

и  – компланарны. Найти модуль вектора .  

59. Вычислить длину диагоналей параллелограмма, построенного на 

векторах , , если известно, что , 

, . 

a b 
3

2
 10a 2b

   baba  32

321 ,, eee

0321  eee 133221 eeeeee 

0 cba 3a 1b 4c

accbba 

CFABEBCAADBC 

  12)(32  cbbaa nma  4

nmb 2 nmc 32  42 m 12 n nm 

qp 

a b c cbap 23  cbaq 54 

2a 1b
3

),(


 


ba

bac 32 

3a 2b 5c
3

),(),(


 


cbba a b

c cbad 

qpa 25  qpb 3 22p

3q
4

),(


 


qp
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60. Найдите косинус угла между векторами  и 

, если известно, что , а угол                𝜑 = (𝑚̅, 𝑛̂̅) =

1200. 

61. Зная векторы, образующие треугольник: , 

 и , где  и  – взаимно перпендику-

лярные орты, определить углы этого треугольника. 

62. Даны разложения векторов, служащих сторонами треугольника, 

по двум взаимно перпендикулярным ортам: , 

, . Вычислить длину медианы  

и высоты  треугольника АВС.  

63. Зная разложение вектора  по трем перпендику-

лярным ортам, вычислить длину вектора  и углы, которые он 

образует с каждым из ортов ,  и . 

64. Пусть ,  и  – ненулевые векторы. При каком их взаимном 

расположении справедливо равенство ? 

65. Найти угол α при вершине равнобедренного треугольника, зная, 

что медианы, проведенные из концов основания этого треуголь-

ника, взаимно перпендикулярны. 

66. Какой угол образуют единичные векторы  и , если известно, 

что векторы  и  взаимно перпендику-

лярны? 

67. Выразить длины медиан произвольного треугольника через 

длины его сторон.  

68. В треугольнике АВС , . Выразить вектор , 

направленный по высоте АН, через векторы  и . 

69. Как расположены прямые АВ и АС, если ? 

70. Найти проекцию вектора  на ось, имеющую направ-

ление вектора , где  и  – взаимно перпендику-

лярные орты. Вычислить углы между осью проекций и единич-

ными векторами  и . 

nmq 23  nmr 4

5,2  nm

baAB 62 

baBC 7 baCA  3 a b

b2a5AB 

baBC 42  baCA 27  АМ

AD

pnmq 326 

q

m n p

a b c

   cbacba 

s t
tsp 2 tsq 45 

bАВ  cАC  h

b c
22 )()( ACABACAB 

nma 210 

nmb 125  m n

m n
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Доказательства равенства  
с участием скалярного произведения 

Задачи 

 

71. Доказать, что длины векторов  и  равны, если векторы  

и  перпендикулярны. 

72. Доказать, что вектор  перпендикулярен 

вектору .  

73. Дан прямоугольник ABCD и точка М (которая может лежать как 

в плоскости прямоугольника, так и вне её). Показать, что: 

1) скалярное произведение векторов, идущих от точки М к двум 

несмежным вершинам прямоугольника, равно скалярному 

произведению векторов, идущих от той же точки к двум дру-

гим вершинам ∙ = ∙ ; 

2) сумма квадратов векторов одной пары равна сумме квадратов 

другой пары ( + = + ). 

74. Доказать, что сумма квадратов длин диагоналей параллело-

грамма ABCD равна сумме квадратов длин всех его сторон. 

75. Доказать, что в любом треугольнике АВС имеет место соотноше-

ние ВС2=АС2+АВ2–2АВ∙АС∙соsА. 

76. Доказать, что диагонали прямоугольника равны. 

77. Доказать, что квадрат длины диагонали прямоугольного паралле-

лепипеда равен сумме квадратов длин трех его измерений. 

78. Доказать, что для любых четырех точек А, В, С и D пространства 

имеет место равенство . 

79. Доказать, что в прямоугольном треугольнике медиана, проведён-

ная к гипотенузе, равна половине гипотенузы. 

80. Доказать, что высоты треугольника пересекаются в одной точке. 

81. Доказать теорему о трех перпендикулярах: для того чтобы пря-

мая, лежащая в плоскости, была перпендикулярна наклонной, 

необходимо и достаточно, чтобы эта прямая была перпендику-

лярна проекции наклонной. 

82. Доказать признак перпендикулярности прямой и плоскости: если 

прямая перпендикулярна каждой из двух пересекающихся пря-

мых, лежащих в плоскости, то эта прямая и плоскость взаимно 

перпендикулярны. 

a b ba 

ba 

   cbaabcd 

b

МА МC МВ МD

2
МА

2
МC

2
МВ

2
МD

0 ADBCDBACCDAB
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Скалярное произведение в ПДСК. Вычисление косинуса 
угла между векторами, длины вектора, проекции вектора 

на направление другого вектора 

 

Теорема. Пусть в ПДСК заданы координаты векторов  и : 

 111 ,, zyхa  , . Скалярное произведение двух векторов 

в координатах есть сумма произведений соответствующих координат: 

. 

Следствие. Пусть в ПДСК заданы координаты векторов 

 111 ,, zyхa   и .Тогда 

1) ; 

2)  − острый ; 

3)  − тупой . 

Следствие. 

. 

Следствие. 

. 
Следствие. 

. 

Теорема. Пусть в АСК заданы координаты векторов 

, 

. 

Тогда , где  . 

 

Задачи 

 
83. Даны три вектора , , . Вы-

числить выражения: 

1) ; 

a b

 222 ,, zyхb 

212121 zzyyxxba 

 222 ,, zyхb 

0212121  zzyyххba

ba  0212121  zzyyхх

ba  0212121  zzyyхх

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121)cos(

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba
ba











2
1

2
1

2
1111111 zyxzzyyxxaaa 

2
2

2
2

2
2

212121

zyx

zzyyxx
aпр

b





 321332211 ,, xxxexexexa 

 321332211 ,, yyyeyeyeyb 

 


3

1, ji
ijji yxba  jiij ee 

 165 ,,a   034 ,,b   1085 ,,c 

22 2)(43 cbaa 
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2) ; 

3) . 

84. Даны три вектора , , . Найти: 

1) ; 

2) ; 

3) . 

85. Определить угол α между векторами  и , заданными своими 

координатами в каждом из случаев: 

1) , ; 

2) , . 

86. Даны три вектора , , . 

Найти вектор , удовлетворяющий одновременно трем уравне-

ниям: , , . 

87. Найти численную величину проекции вектора  на ось, па-

раллельную вектору . 

88. Даны два вектора  и , выходящие из од-

ной и той же точки. Найти вектор , исходящий из этой же 

точки, перпендикулярный к вектору , равный ему по длине, 

компланарный с векторами  и , образующий с вектором  

острый угол. 

89. Проверить, могут ли векторы ,  

быть ребрами куба. Найти третье ребро куба. 

90. Найти угол между диагоналями параллелограмма, построенного 

на векторах , . 

91. Найти , зная, что , , , , проек-

ция вектора  на вектор  равна 1. 

92. Даны вершины треугольника А(2, 3, –1), В(4, 1, –2) и С(1, 0, 2). 

Найти: 

1) внутренний угол при вершине С; 

2) . 

93. Даны векторы , , . Найти 

. 

222 542 cba 

)(5)(4)(3 cacbba 

 213 , , a   472 , , b   121 , , c 

cba  )(

 cba 2

accbba  222

a b

 148 , , a   122 , , b 

 452 , , a   306  , , b

 423 , , a   615 , , b   203 , , c 

x

4 xa 35 xb 0 xc
 148 , , 

 122 , , 

 148 , , a   122 , , b 

c
a

a b b

kjia 667  kjib 926 

jia  2 k2jb 

x ax   101 ,,a  bx   120  ,,b

x  221 ,,c 

СВпр
СА

 431 ,,a   2,43  ,b  411 ,,c 
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cb
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94. Даны точки А(3, 4, –2) и В(2, 5, –2). Найти проекцию вектора  

на ось, составляющую с осями Ох и Оу углы α=600 и β=1200, а с 

осью Оz – тупой угол γ. 

95. Найти угол между биссектрисами углов Оху и Оуz. 

96. Найти работу равнодействующей сил  и 

 при перемещении её точки приложения из начала 

координат в точку М(2,–1,–1). 

Задание ПДСК в многогранниках и нахождение косинуса 
угла между векторами, длины вектора, проекции вектора  

на направление другого вектора 

 

Задачи 

 
97. В прямоугольном параллелепипеде  со сторо-

нами , ,  точка M делит отрезок AC1 в от-

ношении 2:1, точка N ребро BB1 – в отношении 5:1, точка Q делит 

отрезок D1C в отношении 2:1. Найти косинус угла между векто-

рами  и . 

98. Дана правильная четырехугольная пирамида , сторона 

квадрата  равна , высота пирамиды равна 6. Точка K 

делит ребро CS в отношении 1:2, точка L делит AB в отношении 

3:1. Найти  

1) косинус угла между векторами  и ; 

2) проекцию вектора  на направление вектора . 

 

АВ

kjiF1 

k3ji2F2 

1111 DCBABCDA

3AB 9AD 61 AA

MN QB

ABCDS

ABCD 22

AK CL

KL BC
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Тема 4. Векторное произведение векторов 

Определение векторного произведения и его свойства. 
Вычисление векторного произведения  

с использованием свойств 

 
Определение. Упорядоченная тройка векторов называется правой 

тройкой или тройкой положительной ориентации, если выполнены 

следующие условия: будучи приведенными к общему началу, векторы 

упорядоченной тройки расположены так, как можно расположить 

пальцы правой руки, т. е. первый вектор по направлению большого 

пальца, второй – по направлению указательного, третий – по направле-

нию среднего (для левой руки тройка будет левой).  

Определение. Векторным произведением вектора  на вектор  

называется вектор , для которого выполнены следую-

щие условия: 

1) ; 

2) ; 

3)  направлен так, что тройка  − правая. 

Векторное произведение в механике 

Определение. Моментом силы  относительно точки О называется 

вектор , имеющий начало в точке О, направленный перпендику-

лярно плоскости, определяемой точкой О и вектором . Длина вектора 

 равна произведению длины вектора  на плечо h (h − длина пер-

пендикуляра, опущенного из точки О на направление вектора ), или 

, где  − радиус-вектор точки приложения 

сил  (рис. 6). 

a b

  babac  ,

)sin( babac 

bac ,

c cba ,,

F
m

F

m F

F

)sin( rFrFm  AOr 

F
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Рис. 6 

Алгебраические свойства векторного произведения 

1.  (антикоммутативность). 

2.  (ассоциативность относительно умноже-

ния на число). 

3. . 

4. , где  – проекция  на прямую, перпендикулярную 

 и лежащую в плоскости векторов  и . 

5.  (дистрибутивность). 

6. , если  или , или векторы  и  коллинеарны. 

 

Задачи 

 

99. Даны два вектора  и , для которых , , 

. Найти . 

100. Упростить выражения: 

1) ; 

2) ; 

3) . 

];[];[ abba 

];[];[];[ bababa  

0];[ aa

   baba ,,  a a

b a b

];[];[];[ сabacba 

  0, ba 0a 0b a b

a b 2a 6b


6

5
),( 



ba    baba 432 

     jikkijkji  432

    acbbcbaccba  )(

   kjikji  62543
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101. Показать, что . Выяснить геометриче-

ский смысл этого равенства. 

102. Разложить вектор  по взаимно пер-

пендикулярным ортам ,  и , образующим правую тройку. 

103. Дан вектор , где ,  и  – вза-

имно перпендикулярные орты, образующие левую тройку. Вы-

числить его длину. 

104. Показать, что . 

105. Дано: , , . Найти . 

106. Дано: , , =72. Найти . 

107. Векторы ,  и  удовлетворяют условию . До-

казать, что . 

108. Векторы , ,  и  связаны соотношениями , 

. Доказать, что векторы  и  коллине-

арны. 

109. Доказать, что точки А, В и С лежат на одной прямой тогда и 

только тогда, когда . 

110. Доказать, что векторное произведение не изменится, если к од-

ному из сомножителей прибавить вектор, коллинеарный другому 

сомножителю. 

111. Доказать, что для любых векторов , ,  и  векторы 

, ,  компланарны. 

112. Три ненулевых вектора ,  и  связаны соотношениями 

, , . Найти длины этих векторов и 

углы между ними.  

113. Равносильны ли равенства  и ? 

114. Доказать, что . 

115. Показать, что если векторы , ,  компланарны, то 

они и коллинеарны. 

116. Можно ли найти вектор , одновременно удовлетворяющий 

двум условиям:  и , где ,  и  – данные 

векторы и α – данный скаляр? 

    )(2 bababa 

   cbacbap 523 

a b c
   pnmpnmq 46543  m n p

    2222
bababa 

3a 20b 30ba ba 

3a 26b ba  ba 

a b c 0 cba

accbba 

a b c d dcba 

dbca   da   cb 

0 ACAB

a p q r pa 

qa  ra 

a b c

cba  acb  bac 

ba  cbca 

     baccabcba 

ba  cb  ac 

x

ax cax  a b c
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117. Дан куб АВСDA1B1C1D1 (положительный обход вершин А, В, С 

и D) с ребром единичной длины, , . Найти, не 

используя координаты, , , , , 

. 

118. В правильном положительно ориентированном тетраэдре АВСD 

найти , , приняв длину ребра равной а. 

119. Вывести формулу для sin(α−β). 
 

Вычисление площадей и высот фигур, синуса угла между 
векторами с использованием свойств 

Геометрические свойства векторного произведения 

 

Модуль векторного произведения векторов  и  численно равен пло-

щади параллелограмма, построенного на векторах  и : 

. 

Площадь треугольника, построенного на векторах  и , численно 

равна половине модуля векторного произведения векторов  и . 

 

Следствие. . 

Следствие.  − высота параллелограмма, опу-

щенная на сторону а. 

Следствие.  − высота параллелограмма, опу-

щенная на сторону b. 

  

CDМ  11DCN 
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Задачи 

 

120. Векторы  и  образуют угол 450. Найти площадь треуголь-

ника, построенного на векторах  и , если 

. 

121. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

 и , где  и  – единичные взаимно перпен-

дикулярные векторы. 

122. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

 и , где  и ,  . 

123. Зная две стороны треугольника  и , вы-

числить длину его высоты  при условии, что  и  – пер-

пендикулярные друг другу орты. 

124. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, по-

строенного на векторах , , где  , 

 и  – взаимно перпендикулярные орты. 

125. Вычислить проекцию вектора  на ось, имею-

щую направление вектора , где ,  и 

 – взаимно перпендикулярные орты. 

126. В параллелограмм ABCD площади S вписан треугольник MNP 

так, что , , . Найти площадь тре-

угольника MNP. 

Векторное произведение в ПДСК 

Теорема. Пусть в ПДСК заданы координаты векторов  и : 

 111 ,, zyхa  , , тогда 

. 
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Теорема. В АСК векторное произведение векторов  и , где 

, , вычисляется по формуле 

. 

Задачи 

 
127. Найти координаты вектора , если , 

. 

128. Даны векторы , . Найти , если 

. 

129. Даны векторы ,  и . 

Найти  и . 

Вычисление площадей и высот фигур, синуса угла между 
векторами с использованием формулы векторного 

произведения в координатах 

 

Пусть в ПДСК заданы координаты векторов  и : 

 111 ,, zyхa  , , тогда площадь параллелограмма, по-

строенного на этих векторах (рис.7),  

 

 

Рис. 7 

вычисляется по формуле

 

 

;
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высота параллелограмма вычисляется по формуле 

 
Следствие.

 

 

Площадь треугольника на плоскости 

Пусть в ПДСК заданы координаты векторов  и : 

, , тогда площади параллелограмма и тре-

угольника, построенных на этих векторах, вычисляются по формулам 

. 

Если известны координаты вершин: 

 

A( , ), B( , ), C( , ), то площадь треугольника вычисля-

ется по формуле 

 

где , . 
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Задачи 

 
130. Вычислить синус угла, образованного векторами  и 

. 

131. Найти площадь треугольника с вершинами А(1, 2, 0), В(3, 2, 1) и 

С(–2, 1, 2). 

132. Найти площадь треугольника, построенного на векторах 

 и . 

133. Сила  приложена к точке О(0, 2, 1). Определить мо-

мент этой силы относительно точки А(–1, 2, 3). 

134. Три силы ,  и  прило-

жены к точке А(3, –4, 8). Найти величину и направляющие коси-

нусы момента равнодействующей этих сил относительно точки 

В(4, –2, 6). 

135. Даны вершины треугольника А(1, –1, 2), В(5, –6, 2) и С(1, 3, –1). 

Найти длину его высоты, опущенной из вершины В на сторону 

АС. 

Задание ПДСК в многогранниках: нахождение площадей, 
высот фигур, синуса угла между векторами 

с использованием формулы векторного произведения 
в координатах 

 

Задачи 

 
136. В кубе с ребром единичной длины АВСDA1B1C1D1 точки M, N, P 

и Q заданы равенствами , , , 

. Найти . 

137. Дан куб АВСDA1B1C1D1 с ребром единичной длины, , 

, . Найти площадь треугольника MNP и рас-

стояние от точки P до прямой MN. 

138. Дан куб АВСDA1B1C1D1 с ребром единичной длины, тройка век-

торов , ,  положительно ориентирована. Найти 

, если: 

 1;2;2 a

 6;3;2b

kjia 52  kjb 75 

 542 , , F 

 6;4;21 F  3;2;12 F  7;1;13 F

CМBС 2 1NAAN  QBAQ 2

13PCСP  PQMN 

ABAM 2

1NCСN  11 2PAPD 

AB AD 1AA

BNAM 
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1) , ; 

2) , ; 

3) , ; 

4) , ; 

5) , . 

139. АВСDA1B1C1D1 – параллелепипед, AB=6, BC=3, AA1=9. Точки K, 

L и M лежат на отрезках BC1, D1D и CD соответственно и удовле-

творяют условиям: , , . Найти: 

1) площадь треугольника KLM;  

2) высоту треугольника KLB, опущенную на сторону KL. 

140. В тетраэдре ABCD все плоские углы при вершине D равны 900, 

DA=2, DB=4, DC=6. Точки K, L и P лежат на отрезках , ВС и 

DC соответственно и удовлетворяют условиям: , , 

. Найти: 

1) синус внутреннего угла при вершине P в треугольнике KPL;  

2) высоту треугольника KPL, опущенную на сторону KP. 

 

 

Тема 5. Смешанное произведение векторов 

Определение смешанного произведения и его свойства.  
Вычисление смешанного произведения  

с использованием свойств 

 

Определение. Смешанным произведением векторов ,  и  назы-

вается число, равное векторному произведению , умноженному 

скалярно
 
на вектор , т.е. . 

Обозначения смешанного произведения:  

. 
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Алгебраические свойства смешанного произведения 

1. Смешанное произведение трех векторов равно нулю, если: 

a) хотя бы один из перемножаемых векторов равен нулю; 

b) два из перемножаемых векторов коллинеарны; 

c) три ненулевых вектора параллельны одной и той же плоскости 

(компланарны). 

2. Смешанное произведение не изменится, если в нем поменять ме-

стами знаки векторного () и скалярного (·) умножения, т.е.  

. 

3. Смешанное произведение не меняется, если переставлять перемно-

жаемые векторы в круговом порядке: 

. 

4. При перестановке любых двух векторов смешанное произведение 

изменяет только знак: 

. 

5. . 

6. . 

 

Задачи 

 
141. Вычислить произведение (𝑎̅ + 𝑏̅ + 𝑐̅)(𝑎̅ − 𝑏̅ − 𝑐̅)(𝑎̅ − 𝑏̅ + 𝑐̅). 

142. Вычислить произведение (𝑎̅ − 𝑏̅)(𝑏̅ − 𝑐̅)(𝑐̅ − 𝑎̅). 

143. Вычислить произведение 𝑎̅(𝑏̅ − 𝑐̅)( 𝑎̅ + 𝑏̅ + 2𝑐̅). 

144. Вычислить произведение 𝑏̅(𝑐̅ + 𝑎̅)( 𝑏̅ + 2𝑐̅), если . 

145. Вектор  перпендикулярен векторам  и , , 

, , . Найти . 

146. Векторы ,  и  взаимно перпендикулярны, образуют пра-

вую тройку. Найти , зная, что , , . 

147. Векторы ,  и  удовлетворяют условию 

. Доказать, что эти векторы компланарны. 

148. Показать, что если векторы , ,  компланарны, то 

они и коллинеарны. 

   сbaсba 

baсaсbсba 

bсaabссabсba 

cbdcbacbda  )(

)()( cbacba  
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 
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149. Даны единичные векторы ,  и . Зная, что 

, доказать равенство 

. 

150. Из одной точки проведены три некомпланарных вектора ,  и 

. Показать, что плоскость, проходящая через концы этих век-

торов, перпендикулярна к вектору . 

151. Даны три некомпланарных вектора ,  и . Найти вектор 

, удовлетворяющий системе уравнений , , 

. 

152. Проверить, компланарны ли данные векторы, если ,  и  – 

взаимно перпендикулярные орты: 

a) 𝑝̅ = 𝑎̅ − 2𝑏̅ + 𝑐̅, 𝑞̅ = 3𝑎̅ + 𝑏̅ − 2𝑐̅, 𝑟̅ = 7𝑎̅ + 14𝑏̅ − 13𝑐̅; 
b) 𝑝̅ = 2𝑎̅ + 𝑏̅ − 3𝑐̅, 𝑞̅ = 𝑎̅ − 4𝑏̅ + 𝑐̅, 𝑟̅ = 3𝑎̅ − 2𝑏̅ + 2𝑐̅; 
c) 𝑝̅ = 𝑎̅ × 𝑚̅, 𝑞̅ = 𝑏̅ × 𝑚̅, 𝑟̅ = 𝑐̅ × 𝑚̅. 

Вычисление объемов, высот, площадей граней, углов 
между ребрами и гранями фигур с использованием свойств 

смешанного произведения  

 

Теорема. Смешанное произведение некомпланарных векторов ,  

и  равно объему параллелепипеда, построенного на этих векторах, 

приведенных к общему началу, взятому со знаком «+», если тройка век-

торов , ,  правая, и со знаком «−», если тройка левая. 

Теорема. Необходимое и достаточное условие компланарности: сме-

шанное произведение векторов ,  и  равно 0 тогда и только тогда, 

когда векторы компланарны. 

 

Задачи 

 
153. Найти объем тетраэдра, если даны длины a и b двух скрещиваю-

щихся ребер, расстояние d и угол φ между ними. 

154. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 

,  и . 

155. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах: 

1e 2e 3e




),(),( 21321 eeeee

  2sin5,0321  eee

a b
c

accbba 

a b c x
 xa  xb

 xc

a b c

a b
c

a b c

a b c

cbap  cbaq  cbar 
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a) 𝑎̅ = 𝑝̅ − 3𝑞̅ + 𝑟̅, 𝑏̅ = 2𝑝̅ + 𝑞̅ − 3𝑟̅ и с̅ = 𝑝̅ + 2𝑞̅ + 𝑟̅, где 𝑝̅, 𝑞̅ и 𝑟̅ – 

взаимно перпендикулярные орты; 

b) 𝑎̅ = 3𝑚̅ + 5𝑛̅, 𝑏̅ = 𝑚̅ − 2𝑛̅, 𝑐̅ = 2𝑚̅ + 7𝑛̅, где |𝑚̅| = 0,5, |𝑛̅| = 3, 

𝜑 = (𝑚̅, 𝑛̂̅) = 1350. 

156. Вычислить высоту параллелепипеда, построенного на трех век-

торах 𝑎̅ = 3𝑝̅ + 2𝑞̅ − 5𝑟̅, 𝑏̅ = 𝑝̅ − 𝑞̅ + 4𝑟̅ и с̅ = 𝑝̅ − 3𝑞̅ + 𝑟̅, где 𝑝̅, 

𝑞̅ и 𝑟̅ – взаимно перпендикулярные орты и за основание взят па-

раллелограмм, построенный на векторах 𝑎̅ и 𝑏̅. 

Вычисление смешанного произведения в ПДСК 

 
Теорема. Пусть в ПДСК даны координаты векторов: 𝑎̅ = {𝑥1, 𝑦1, 𝑧1}, 

𝑏̅ = {𝑥2, 𝑦2 , 𝑧2}, 𝑐̅ = {𝑥3, 𝑦3, 𝑧3}, тогда смешанное произведение этих век-

торов находится по формуле: 

 

𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐̅ = |

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝑥3 𝑦3 𝑧3

|. 

 

Следствие. Необходимым и достаточным условием компланарности 

векторов 𝑎̅ = {𝑥1, 𝑦1, 𝑧1}, 𝑏̅ = {𝑥2, 𝑦2, 𝑧2}, 𝑐̅ = {𝑥3, 𝑦3, 𝑧3} является равен-

ство нулю их смешанного произведения: 

 

|

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝑥3 𝑦3 𝑧3

| = 0. 

 
Теорема. Пусть в АСК даны координаты векторов 𝑎̅ = {𝛼1, 𝛽1, 𝛾1}, 𝑏̅ =
{𝛼2, 𝛽2, 𝛾2}, 𝑐̅ = {𝛼3, 𝛽3, 𝛾3}, или 𝑎̅ = 𝛼1𝑒̅1 + 𝛽1𝑒̅2 + 𝛾1𝑒̅3,              𝑏̅ =
𝛼2𝑒̅1 + 𝛽2𝑒̅2 + 𝛾2𝑒̅3, 𝑐̅ = 𝛼3𝑒̅1 + 𝛽3𝑒̅2 + 𝛾3𝑒̅3 Смешанное произведение 

векторов 𝑎̅,  и  находится по формуле: 

 

𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐̅ = |

𝛼1 𝛽1 𝛾1

𝛼2 𝛽2 𝛾2

𝛼3 𝛽3 𝛾3

| ∙ 𝑒̅1 ∙ 𝑒̅2 ∙ 𝑒̅3. 

Задачи 

 
157. Проверить, компланарны ли данные векторы: 

b c
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1) 𝑎̅ = {1,2, −2}, 𝑏̅ = {1, −2,1}, 𝑐̅ = {5, −2, −1}; 

2) 𝑎̅ = 𝑗̅ + 𝑘̅, 𝑏̅ = 𝑗̅ − 𝑘̅, 𝑐̅ = 𝑖.̅ 
158. При каком значении параметра λ векторы 𝑎̅ = 𝑖̅ + 𝑗̅ + λ𝑘̅, 𝑏̅ =

{0,1,0} и 𝑐̅ = {3,0,1} компланарны?  

159. Доказать, что четыре точки А1(3, 5, 1), А2(2, 4, 7), А3(1, 5, 3) и 

А4(4, 4, 5) лежат в одной плоскости. 

Вычисление объемов, площадей граней, углов между 
ребрами и гранями, высот фигур с использованием 

формулы смешанного произведения в ПДСК 

 

Пусть в ПДСК даны координаты векторов 𝑎̅ = {𝑥1, 𝑦1, 𝑧1}, 

𝑏̅ = {𝑥2, 𝑦2 , 𝑧2}, 𝑐̅ = {𝑥3, 𝑦3, 𝑧3}, тогда абсолютная величина смешанного 

произведения этих векторов будет численно равна объему параллелепи-

педа, построенного на этих векторах как на сторонах, т.е. 

 

𝑉параллелепипеда = 𝑉𝑎𝑏𝑐 = |𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐̅| = 𝑚𝑜𝑑 |

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝑥3 𝑦3 𝑧3

|. 

 

Объем тетраэдра, построенного на этих векторах, приведенных 

к общему началу, будет численно равен  модуля смешанного произ-

ведения, т.е. 

 

𝑉тетраэдра =
1

6
𝑉𝑎𝑏𝑐 =

1

6
|𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐̅| =

1

6
𝑚𝑜𝑑 |

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝑥3 𝑦3 𝑧3

|. 

 

  

6

1
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Высота тетраэдра, опущенная на основание, образованное век-

торами  и , находится по формуле 

. 

 

Пусть четыре точки 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴), 𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵), 𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶), 

𝐷(𝑥𝐷 , 𝑦𝐷 , 𝑧𝐷), не лежащие в одной плоскости, являются вершинами тет-

раэдра. Если на векторах 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ , построить параллелепипед, то 

объем тетраэдра будет равен  объема параллелепипеда, т.е. 

 

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

6
𝑚𝑜𝑑 |

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑥𝐶 − 𝑥𝐴 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑥𝐷 − 𝑥𝐴 𝑦𝐷 − 𝑦𝐴 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

|, 

 

где  𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = {𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴}, 

       𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = {𝑥𝐶 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴}, 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = {𝑥𝐷 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐷 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴}. 

 

Задачи 

 
160. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах 𝑎̅ =

{1, −2,1}, 𝑏̅ = {3,2,1}, 𝑐̅ = {1,0, −1}. 

161. Даны вершины пирамиды А(5, 1, –4), В(1, 2, –1), С(3, 3, –4), 

S(2, 2, 2). Найти длину высоты, опущенной из вершины S на 

грань АВС. 

162. Дан параллелепипед, построенный на векторах 𝑎̅ = {2,1, −3}, 𝑏̅ =
𝑖̅ + 2𝑗̅ + 𝑘̅, 𝑐̅ = {1, −3,1}. Найти высоту, опущенную на грань, по-

строенную на векторах 𝑏̅ и 𝑐̅. 
163. Найти объем треугольной призмы, построенной на векторах 

, , . 

a b

2

22
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2

22

11

2

22

11

333

222

111
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yx
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1

 321 , , a   142 , , b   012 , , c 
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164. Объем тетраэдра равен 5, три его вершины находятся в точках 

А(2, 1, –1), В(3, 0, 1) и С(2, –1, 3). Найти координаты четвертой 

вершины D, если известно, что она лежит на оси ординат. 

165. Дан параллелепипед АВСDA1B1C1D1, построенный на векторах 

, , . Найти: 

a) объем параллелепипеда; 

b) площадь грани АВСD; 

c) длину высоты, опущенной из вершины А1; 

d) угол между ребром АВ и диагональю BD1. 

166. Дана пирамида с вершинами А1(1, 2, 3), А2(–2, 4, 1), А3(7, 6, 3) и 

А4(4, –3, –1). Найти: 

a) длину ребер А1А2, А1А3, А1А4;  

b) площадь грани А1А2А3; 

c) угол между ребрами А1А3 и А1А4; 

d) объем пирамиды; 

e) длину высоты, опущенной на грань А1А2А3. 

 

Задание ПДСК в многогранниках: нахождение объемов, 
высот, площадей граней, углов между ребрами и гранями 

фигур с использованием формулы смешанного 
произведения в координатах 

 

Задачи 

 
167. АВСDA1B1C1D1 – параллелепипед объёма V. Точки M, N, P и Q 

заданы равенствами 𝐵𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 3𝐴𝑀̅̅̅̅̅, 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ =
1

6
𝐷𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑃̅̅ ̅̅ = 3𝑃𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐵1𝑄̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑄𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅. Найти объем тетраэдра MNPQ. 

168. В правильном тетраэдре ABCD с ребром единичной длины 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =

2𝐵𝑀̅̅ ̅̅ ̅, 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ = 2𝑁𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 3𝑃𝐷̅̅ ̅̅ . Найти точку  и 

объем тетраэдра АРNT. 

 034 , , АВ   212 , , АD   5231 , , АA 

BDMNPТ 
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Лабораторная работа № 1 
Метод координат. Простейшие задачи  

аналитической геометрии 

Пусть в пространстве задана аффинная система координат (АСК) 

𝑂𝑒̅1𝑒̅2𝑒̅3. Всякий вектор 𝑎̅ можно единственным образом представить в 

виде 𝑎̅ = 𝑥𝑒̅1 + 𝑦𝑒̅2 + 𝑧𝑒̅3, числа 𝑥, y, z называются координатами 

этого вектора в системе 𝑂𝑒̅1𝑒̅2𝑒̅3. Для каждой точки M вектор  

называется радиусом-вектором этой точки. Координаты радиуса-век-

тора точки M называются координатами этой точки и записываются 

M(x, y, z). Общая декартова (аффинная) система координат называется 

прямоугольной, если углы между осями координат прямые, а векторы 

𝑒̅1, 𝑒̅2, 𝑒̅3 имеют одинаковую длину. Такую систему обозначают 𝑂𝑖 ̅𝑗 ̅𝑘̅. 

Пример 1. Пусть ABCDA1B1C1D1 – параллелепипед, E, F, G – се-

редины сторон AA1, AD, CC1. Принимая векторы  за ко-

ординатные, определить координаты следующих векторов:

 (рис. 8)
 

 

Рис. 8 

Решение. Обозначим     

Поскольку , то ; 

, то ; 
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, то . 

Аналогично можно получить координаты векторов  и 

. 

Пример 2. В ПДСК даны координаты вершин треугольника ABC: 

A(4, 1), B(7, 5), C(–4, 7). Вычислить длину биссектрисы AD угла A. 

Решение. Для определения длины биссектрисы AD нужно знать 

координаты точки D. Так как AD биссектриса, то D делит отрезок BC 

на части, пропорциональные прилежащим сторонам AB и AC. Отсюда 

легко определить отношение , в котором точка D делит отрезок BC, 

 

Найдем длины сторон  

 

Тогда . Если обозначить x, y координаты точки D, то 

  

. 

Варианты лабораторной работы 

ВАРИАНТ 1 

1. Дан шестиугольник ABCDEF. Принимая за начало аффинной си-

стемы координат вершину A, а за базис – векторы , 

, найти в этой системе координаты вершин шестиугольника 

и его центра. 

2. Найти центр и радиус окружности, проходящей через точку (2, –1) 

и касающейся обеих осей координат. 

3. Две вершины треугольника – точки (5, 1), (–2, 2), третья вершина на 

оси Ox. Найти ее, если площадь треугольника равна 10 ед2. 

32
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4. Отрезок AB, заданный концами A(1, 3, 4), B(2, –3, 1), разделен на 

три равные части. Найти координаты точек деления. 

5. Даны координаты точек P(–1, 5), Q(3, 2). Найти координаты точки 

M, симметричной точке P относительно точки Q. 

ВАРИАНТ 2  

1. В трапеции ABCD отношение  к основанию  равно 3. При-

нимая за начало координат вершину A, а за базисные векторы 

 и , найти координаты вершин трапеции, точки M 

пересечения диагоналей и точки S пересечения боковых ребер. 

2. Доказать, что треугольник с вершинами A(0, 0), B(3, 1), C(1, 7) пря-

моугольный. 

3. Определить длину медианы AD треугольника ABC, заданного коор-

динатами вершин A(5, –4), B(–1, 2), C(5, 1). 

4. Отрезок AB разделен на 5 равных частей; известна первая и послед-

няя точки деления: C(3, –5, 7) и F(–2, 4, –8). Найти координаты кон-

цов и остальных точек деления. 

5. Найти площадь треугольника задачи 3. 

ВАРИАНТ 3 

1. Вершина O тетраэдра OABC принята за начало координат, а век-

торы , ,  – за базисные векторы. Найти в этой системе 

координаты точек пересечения медиан граней тетраэдра. 

2. Найти координаты центра и радиус окружности, проходящей через 

точку A(–8, 4) и касающейся осей координат. 

3. Даны две вершины треугольника: A(3, 6) и B(–3, 5). Найти коорди-

наты третьей вершины C при условии, что середины сторон AC и 

BC лежат на осях координат. 

4. Отрезок AB разделен на три равные части. Известна первая точка 

деления C(1, 1, 3) и вторая точка D(0, 4, –1). Определить коорди-

наты концов отрезка. 

5. Найти площадь треугольника ABC, если его вершины находятся в 

точках A(–2, 1), B(2, –2), C(8,6). 

 

AD ВС

1eАD  2eАВ 

ОА ОВ ОС
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ВАРИАНТ 4 

1. Дан правильный шестиугольник ABCDEF. Найти координаты его 
вершин и центра O, принимая за начало координат точку A, а за ко-

ординатные векторы  и  соответственно векторы  и , 

где S – точка отрезка AE, причем . 

2. На оси Oz найти точку, равноудаленную от точек A(–4, 1, 7) и 
B(3, 5, –2). 

3. В прямоугольной декартовой системе даны координаты вершин тре-
угольника A(12, 0), B(7, 5), C(6, 4). Вычислить длину биссектрисы 
BD угла B. 

4. Проверить, что три точки A(1, 5, 3), B(5, –1, 7) и C(6, 0, 8) лежат на 
одной прямой. 

5. Две вершины треугольника ABC находятся в точках A(1, 2) и     B(–
5, 1), а третья вершина C – на оси Ox. Найти координаты вершины 
C, если площадь треугольника равна 2 ед2. 

ВАРИАНТ 5 

1. В равнобочной трапеции ABCD большее основание , вы-

сота равна 2, угол при основании 30. На плоскости взята прямо-
угольная система координат, начало которой − точка O совпадает с 

серединой AD, а направления Ox и Oy – с направлениями  и 

, где M – точка пересечения диагоналей трапеции. Определить коор-
динаты всех вершин трапеции, точки M и точки N – пересечения не-
параллельных сторон. 

2. Дана окружность с центром в точке C(6, 7) и радиусом r = 5. Из 
точки A(7, 14) к окружности проведены касательные. Найти их 
длины. 

3. Даны вершины треугольника в прямоугольной системе координат: 
A(2, –1, 4), B(3, 2, 6), C(–5, 0, 2). Вычислить длину его медианы, про-
веденной из вершины A. 

4. Отрезок AB разделен на 3 равные части. Известны точки деления 
C(1, –1), D(2, 3). Найти координаты концов отрезка. 

5. Вычислить площадь треугольника, если его вершины находятся в 
точках A(10, 5), B(3, 2), C(6, –5). 

1e 2e АВ AS
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ВАРИАНТ 6 

1. В треугольной призме ABCA1B1C1 векторы 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ выбраны за 

координатные. Определить координаты векторов 𝐴𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅, 𝐴𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅ и 𝐴𝑀̅̅̅̅̅, где 
M – центр тяжести треугольника A1B1C1. 

2. Найти координаты центра и радиус окружности, проходящей через 

точку B(–10, 4) и касающейся оси Ox в точке A(–6, 0). 

3. Найти точку пересечения общих касательных двух окружностей, 

центры которых C1(2, 5) и  и радиусы соответственно 

равны 3 и 7. 

4. Отрезок прямой, ограниченный точками A(–1, 8, 3) и B(9, –7, –2), 

разделен на 5 равных частей. Найти координаты точек деления. 

5. Найти расстояние d от точки A(6, 8) до прямой, проходящей через 

точки M1(–5, 0) и M2(3, 5). 

ВАРИАНТ 7 

1. В тетраэдре ABCS точки A', B', C' являются соответственно середи-

нами ребер SA, SB, SC, O и O' – точки пересечения медиан треуголь-

ников ABC и A'B'C'. Принимая за координатные векторы 

 определить координаты векторов 

 

2. Показать, что треугольник с вершинами в точках A(1, 1), B(2, 5), C(–

6, 7) прямоугольный. 

3. Отрезок AB разделен на 5 равных частей. Найти координаты точек 

деления, если A(3, –5, 7) и B(–2, 4, –8). 

4. Определить координаты концов отрезка, который точками C(2, 0, 1) 

и D(5, –2, 0) разделен на 3 равные части. 

5. Две вершины треугольника находятся в точках (5, 1) и (–2, 2), тре-

тья вершина – на оси Ox. Зная, что площадь треугольника равна 10, 

найти третью вершину. 

ВАРИАНТ 8 

1. В правильном шестиугольнике ABCDEF векторы , 

 выбраны в качестве базисных. Найти в этом базисе коор-

динаты векторов  

2. На оси Ox найти точку, равноудаленную от точек A(–4, –1) и B(7, 3). 


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3. Два подобных треугольника имеют общую вершину A(3, –6) и при 

ней общий угол. Найти две другие вершины большого треуголь-

ника, если известны вершины меньшего B(6,2; –3,6) и C(5, 1), а от-

ношение сходственных сторон равно . 

4. Прямая проходит через две точки: M1(–1, 6, 6) и M2(3, –6, –2). Найти 

ее точки пересечения с координатными плоскостями. 

5. Найти расстояние от начала координат до прямой, проходящей че-

рез точки (1, 5) и (2, 4). 

ВАРИАНТ 9 

1. В ромбе ABCD векторы ,  взяты за базисные. 

Найти координаты векторов  в этом базисе. 

2. Показать, что треугольник с вершинами A(7, 3), B(11, –3), C(10, 5) 

прямоугольный. 

3. Отрезок AB разделен на 5 равных частей. Известна первая точка де-

ления C(3, –5, 7) и последняя F(–2, 4, –8). Определить координаты 

концов отрезка и остальных точек деления. 

4. Даны три точки: A(1, –1), B(3, 3) и C(4, 5), лежащие на одной пря-

мой. Определить отношение , в котором каждая из них делит отре-

зок, ограниченный двумя другими. 

5. Найти площадь треугольника, вершинами которого служат точки 

A(4, 2), B(9, 4), C(7, 6). 

ВАРИАНТ 10 

1. В равнобочной трапеции ABCD угол A равен . Полагая, что 

, , разложить по  векторы  при-

чем , . 

2. Найти точку, расстояния до которой от точек A(7, 3) и B(–1, 5) соот-

ветственно равны 13 и 5. 

3. Даны две вершины треугольника: A(–4, –1, 2) и B(3, 5, –6). Найти 

третью вершину C, зная, что середина стороны AC лежит на оси Oy, 

а середина BC – на плоскости xOz. 

4. Прямая проходит через точки M1(–12, –13) и M2(–2, 5). На этой пря-

мой найти точку, абсцисса которой равна 3. 

2

5
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5. Найти расстояние от точки (2, 0) до прямой, проходящей через 

точки (1, 1) и (5, 4). 

ВАРИАНТ 11 

1. В тетраэдре ABCS точки A', B', C'– соответственно середины ребер 
SA, SB, SC, O и O' – точки пересечения медиан треугольников ABC 

и A'B'C'. Принимая векторы , ,  за ко-

ординатные, определить координаты векторов 

 где E' – середина отрезка A'C'. 

2. Найти центр и радиус окружности, проходящей через точки (6, 0), 
(24, 0) и касающейся оси Oy. 

3. Найти точку пересечения медиан треугольника, зная координаты 
его вершин: A(1, 4), B(–5, 0), C(–2, 1). 

4. Прямая проходит через точки A(7, –3, 4) и B(23, –6, 8). Найти точку 
пересечения этой прямой с осью абсцисс. 

5. В прямоугольной системе координат даны точки A(–2, 1), B(2, –2), 
C(8, 6). Найти площадь треугольника ABC. 

ВАРИАНТ 12 

1. Дан параллелепипед ABCDA'В'C'D'. Принимая за базис  

векторы , найти координаты векторов, совпадающих с 

ребрами, диагональю параллелепипеда и диагоналями граней, для 
которых вершина A служит началом. 

2. На оси Oy найти точку, равноудаленную от точки (–8, –4) и от 
начала координат. 

3. На прямой, проходящей через точки (4, 8) и (–1, –4), найти точки, 
отстоящие от второй из данных на расстоянии 4. 

4. Прямая проходит через точки M(2, –3, 6) и N(–6, 5, 1). На этой пря-
мой найти точку, ордината которой равна –5. 

5. Вычислить площадь треугольника ABC, если A(5, 4), B(11, 0), 
C(0, 3). 

ВАРИАНТ 13 

1. Вершина O тетраэдра OABC принята за начало координат, а век-

торы  – за базисные векторы. Найти в этой системе ко-

ординаты точек пересечения медиан граней тетраэдра. 
2. Найти центр окружности, проходящей через точку (–4, 2) и касаю-

щейся оси Ox в точке (2,0). 

1еАО  2еЕО 
3еОО 
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3. Даны вершины треугольника A(2, –1, 4), B(3, 2, –6), C(–5, 0, 2). Вы-
числить длину его медианы, проведенной из вершины A. 

4. Определить координаты концов A и B отрезка, который точками 
P(2, 2, 0) и Q(1, 5, –4) разделен на 3 равные части. 

5. Вычислить площадь треугольника ABC, если A(–2, 4), B(0, –3), 
C(1, 7). 

ВАРИАНТ 14 

1. Найти в плоскости Oxz точку, равноудаленную от трех точек 

A(1, 1, 1), B(–1, 1, 0), C(3, 1, –1). 

2. В параллелограмме ABCD точки E и F – середины сторон BC и AD, 

O – точка пересечения диагоналей. Взяв векторы  и 

 за координатные, определить координаты следующих век-

торов:  

3. На прямой, проходящей через точки A(1, 0, 4) и B(3, –1, 2), найти 

точку C, такую, что  и точка B лежала бы между A и C. 

4. Определить координаты концов отрезка, который точками C(2, 0, 2), 

D(5, –2, 0) разделен на 3 равные части. 

5. Вычислить площадь треугольника ABC, если A(2, 1), B(3, 4), C(1, 6). 

 

Лабораторная работа № 2 
Операции над векторами 

При выполнении настоящей лабораторной работы следует ис-

пользовать действия над векторами: умножение на число, сложение; 

скалярное, векторное, смешанное произведения векторов. 

Пример 1. Найти единичный вектор 𝑒̅, имеющий направление 

вектора , где A(4, 0, 5), B(7, 1, 3). 

Решение. Находим координаты вектора 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , для чего вычитаем из 

координат конца соответствующие координаты начала. Получаем 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =
{7 − 4,  1 − 0,  3 − 5} = {3,  1, −2}.  

Далее, для того чтобы найти единичный вектор, имеющий 

направление данного вектора, следует разделить каждую координату 

полученного вектора на его длину, т.е. 

𝑒̅ =
𝐴𝐵̅̅ ̅̅

|𝐴𝐵̅̅ ̅̅ |
=

{3,1,−2}

√32+12+(−2)2
. 
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Ответ: 𝑒̅ = {
3

√14
,

1

√14
,

−2

√14
}. 

Пример 2. Найти площадь параллелограмма, построенного на 

векторах , .  

Решение. Находим векторное произведение 𝑐̅ векторов 𝑎̅ и .  

В нашем случае . 

𝑐̅ = 𝑎̅ × 𝑏̅ = |
𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
3 −1 −1
2 0 5

| = 𝑖̅ |
−1 −1
0 5

| − 𝑗̅ |
3 −1
2 5

| + 𝑘̅ |
3 −1
2 0

|. 

Искомая площадь параллелограмма равна длине векторного про-

изведения векторов  и .  

Получаем . 

Варианты лабораторной работы 

ВАРИАНТ 1 

1. Даны координаты вершин пирамиды A(1, –3, 1), B(–3, 2, –3), 
C(–3, –3, 3), D(–2, 0, –4). Найти: 
1) длину ребра AB; 
2) площадь грани ABC; 
3) угол между ребрами AB и AC; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины D. 

2. Относительно аффинной системы координат 𝑂𝑒̅1𝑒̅2 дан прямо-
угольный треугольник ABC с вершинами в точках A(0, 1), B(3, 2), 
C(1, 0), прямым углом при вершине B и катетами СВ=2, АВ=3. 

Определить длины базисных векторов 𝑒̅1, 𝑒̅2, и угол между ними. 

ВАРИАНТ 2 

1. Даны координаты вершин пирамиды А1(1, –1, 6), А2(4, 5, –2), 
А3(–1, 3, 0), А4(6, 1, 5). Найти: 
1) длину ребра А2А3; 
2) площадь грани А1А2А3; 
3) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины А4. 
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2. Длины базисных векторов аффинной системы координат |𝑒̅1| = 2, 
|𝑒̅2| = 4, и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 1200. Относительно этой системы коор-
динат заданы вершины треугольника A(1, 0), B(1, 3), C(2, 1). 
Определить длины сторон AB и AC и угол A. 

ВАРИАНТ 3 

1. Даны координаты вершин пирамиды A(1, 1, 1), B(3, 4, 0), 
C(-1, 5, 6), D(4, 0, 5). Найти: 
1) длину ребра BC; 
2) площадь грани ABC; 
3) угол между ребрами AB и AC; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины D. 

2. Даны ,  и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 300. Найти угол между век-

торами  и  и площадь параллелограмма, по-

строенного на векторах  и . 

ВАРИАНТ 4 

1. Даны координаты вершин пирамиды A(0, 0, 0), B(5, 2, 0), 
C(2, 5, 0), D(1, 2, 4). Найти: 
1) длину ребра BC; 
2) площадь грани ABC; 
3) угол между ребрами AB и AC; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины D. 

2. Даны ,  и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 600. Найти угол между век-

торами  и  и площадь параллелограмма, 

построенного на векторах  и . 

ВАРИАНТ 5 

1. Даны координаты вершин пирамиды А1(–7, 1, 2), А2(1, 5, 3),   А3(–
5, –1, 3), А4(4, 5, –1). Найти: 
1) длину ребра А2А3; 
2) площадь грани А1А2А3; 
3) угол между ребрами А1А2 и А1А3; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины А4. 

2. Даны длины базисных векторов аффинной системы координат 

,  и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 300. Относительно этой системы 

11 е 32 е

21 eea 2 21 eeb 

a b

21 е 32 е

21 eea 2 213 eeb 

a b

21 е 32 е



Лабораторная работа № 2. Операции над векторами 

 53 

координат даны два вектора  и . Найти площадь 

параллелограмма, построенного на векторах  и  и угол между 

ними. 

ВАРИАНТ 6 

1. Даны координаты вершин пирамиды А1(–2, 3, –2), А2(2, –3, 2), 
А3(2, 2, 0), А4(1, 5, 5). Найти: 
1) длину ребра A2A3; 
2) площадь грани A1A2A3; 
3) угол между ребрами A1A2 и A1A4; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины A4. 

2. Относительно аффинной системы координат дан треугольник 
ABC с вершинами в точках A(2, 1), B(4, 3), C(3, 5), длины сторон 

которого , , . Определить длины ба-

зисных векторов 𝑒̅1, 𝑒̅2 и угол между ними. 

ВАРИАНТ 7 

1. Дан тетраэдр, построенный на векторах , 

, . Найти: 

1) объем тетраэдра; 
2) площадь грани ABC; 
3) длину высоты, проведенной из вершины D; 
4) косинус угла между ребрами AB и BC; 
5) длину ребра BC. 

2. Даны длины базисных векторов аффинной системы координат 

,  и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 1200. Относительно этой системы 

координат заданы вершины треугольника A(1, 3), B(1, 0), C(2, 1). 
Найти длины сторон треугольника AB и AC, угол A, площадь тре-
угольника ABC. 

ВАРИАНТ 8 

1. Даны вершины пирамиды A(–1, 1, 2), B(1, 1, 0), C(2, 6, –2), 
D(6, 2, 5). Найти: 
1) длину ребра ВС; 
2) площадь грани АВС; 
3) угол между ребрами АB и AD; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, проведенной из вершины D. 

 2,1а  5,2b

a b

10АВ 4АС 13ВС

 0,0,2АВ

 0,4,3АС  2,4,3AD

21 е 42 е
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2. Относительно аффинной системы координат  дан прямо-

угольный треугольник ABC с вершинами в точках A(1, 0), B(0, 1), 

C(3, 2), прямым углом при вершине C и катетами  и 

. Определить длины базисных векторов 𝑒̅1, 𝑒̅2 и угол между 

ними. 

ВАРИАНТ 9 

1. Даны вершины пирамиды A(2, –3, 1), B(–1, 1, 1), C(–4, 5, 6), 
D(–2, 4, 6). Доказать, что ABCD – плоский четырехугольник. 
Найти: 
1) длину ребра ВС; 
2) площадь грани AВС; 
3) угол между ребрами AВ и АD;  
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенной из вершины D. 

2. Относительно аффинной системы координат дан треугольник ABC 
с вершинами в точках A(1, 1), B(5, 3), C(3, 5), длины сторон кото-

рого суть , АС=4, . Определить длины базис-

ных векторов 𝑒̅1, 𝑒̅2 и угол между ними. 

ВАРИАНТ 10 

1. Дан тетраэдр, построенный на векторах , 

, . Найти: 

1) объем тетраэдра; 
2) площадь грани АВС; 
3) длину высоты, опущенную из вершины D; 
4) косинус угла между ребрами АВ и ВС; 
5) длину ребра ВС. 

2. Дана система координат , причем , , угол 

𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 1500. Найти угол между векторами  и  

и площадь параллелограмма, построенного на векторах  и . 

ВАРИАНТ 11 

1. Даны вершины пирамиды A(4, 2, –1), B(3, 0, 4), C(0, 0, 4), 
D(5, –1, –3). Найти: 
1) длину ребра BC; 
2) площадь грани ABC; 
3) угол между ребрами AB и AC; 
4) объем пирамиды; 

2ееО 1

2CA

3CB

52АВ 28ВС

 1,1,0 АВ

 4,1,2 АС  2,2,3АА

2ееО 1 21 е 32 е

 2,1a  2,2b

a b
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5) длину высоты, опущенной из вершины D. 
2. Даны длины базисных векторов аффинной системы координат 

,  и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 600. Относительно этой системы 

координат заданы вершины треугольника A(1, 3), B(1, 0), C(2, 1). 
Определить длины сторон AB и AC, угол A и площадь этого тре-
угольника. 

ВАРИАНТ 12 

1. Даны вершины тетраэдра A(2, –4, 5), B(–1, –3, 4), C(5, 5, –1), 
D(1, –2, 2). Найти: 
1) объем тетраэдра; 
2) длину высоты AH; 
3) угол между ребрами AB и AC; 
4) площадь грани ABC; 
5) длину ребра ВС. 

2. Зная длины базисных векторов ,  и угол         𝑒̅1, 𝑒̅2̂ =

1200, найти длины векторов , , угол 

, площадь параллелограмма, построенного на векторах 

 и . 

ВАРИАНТ 13 

1. Дан тетраэдр, построенный на векторах , 

, . Найти: 

1) объем тетраэдра; 
2) площадь грани АВС; 
3) длину высоты, опущенную из вершины D; 
4) косинус угла между ребрами АВ и ВС; 
5) длину ребра ВС. 

2. Длины базисных векторов аффинной системы координат , 

, и угол 𝑒̅1, 𝑒̅2̂ = 600. Относительно этой системы координат 

заданы вершины треугольника A(1, 3), B(1, 0), C(2, 1). Определить 
длины сторон AB и AC, угол A и площадь треугольника. 

41 е 22 е

21 е 32 е

21 64 eea  21 eeb 

ba




a b

 0,3,4АВ

 2,1,2АD  5,2,3 АА

21 е

12 е
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Раздел 2. ЛИНЕЙНЫЕ ОБРАЗЫ 

Тема 6. Прямая на плоскости 

Различные виды уравнений прямой на плоскости 

1. Ax + By + C = 0 – общее уравнение прямой, n̅ = {A, B} – нормаль-

ный вектор, перпендикулярный прямой. 

2. 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) = 0 – уравнение прямой, проходящей через 

точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) перпендикулярно вектору n̅ = {A, B}. 

3.  – уравнение в отрезках, a и b – отрезки, отсекаемые пря-

мой на осях координат. 

4.  – канонические уравнения прямой, 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) – 

фиксированная точка, через которую проходит прямая, 𝑞̅ = {𝑙, 𝑚} 

– направляющий вектор прямой. 

5. {
𝑥 = 𝑥0 + 𝑙𝑡,
𝑦 = 𝑦0 + 𝑚𝑡

 – параметрические уравнения прямой, 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) – 

фиксированная точка, через которую проходит прямая, 𝑞̅ = {𝑙, 𝑚} 

– направляющий вектор прямой, t – параметр текущей точки на 

прямой. 

6.  – уравнение прямой, проходящей через две фик-

сированные точки 𝑀1(𝑥1, 𝑦1)и 𝑀2(𝑥2, 𝑦2). 

7.  – уравнение прямой, проходящей через фикси-

рованную точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0), с данным угловым коэффициентом 𝑘. 

8. 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 – уравнение прямой с угловым коэффициентом, 𝑘 =
𝑡𝑔𝛼 – угловой коэффициент, 𝛼 – угол наклона прямой к оси Ox, 𝑏 

– отрезок, отсекаемый прямой на оси Oy. 

 

Задачи 

 
1. Составить уравнение прямой, имеющей угловой коэффициент 3 и 

отсекающей на оси ординат отрезок, равный 4. Система координат 

аффинная.  

2. Составить уравнения прямых, проходящих через начало координат 

и отклоненных к оси ОХ под углом: 

1
b

y

a

x

m

yy

l

xx 00 
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
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1
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








)( 00 xxkyy 
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1) 300; 

2) 450; 

3) 600; 

4) 1200; 

5) 1350; 

6) 1500. 

3. Составить уравнение прямой, наклоненной к оси Ох под углом 

1500 и отсекающей на оси Oy отрезок, равный −
1

3
. Найти точку пе-

ресечения этой прямой с осью абсцисс. 

4. Найти угловой коэффициент и отрезки, отсекаемые на осях коорди-

нат каждой из следующих прямых: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

5. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (2, 3) и име-

ющей угловой коэффициент, равный –5. Система координат аф-

финная. 

6. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (–5, 3) и 

наклоненной к оси Оx под углом 1350. Система координат аффин-

ная. 

7. Луч света направлен по прямой . Дойдя до оси 

абсцисс, он от нее отразился. Определить точку встречи луча с 

осью и уравнение отраженного луча. 

8. Луч света, пройдя через точку А(2, 3) под углом  к оси Оx, отра-

зился от нее и прошел через точку В(–5, 4). Найти угол . 

9. Составить уравнения прямых, проходящих через пары точек: 

1) (1, 3) и (2, 4); 

2) (2, 3) и (–4, –6); 

3) (1, 3) и (1, –7); 

4) (2, –3) и (4, –3). 

10. Составить уравнения прямых, проходящих через точку (3, –2) па-

раллельно осям координат. Система координат аффинная. 

11. Под каким углом к оси Оx наклонена прямая, проходящая через 

точки (2, –5) и (0, –3)? 

12. Дан треугольник АВС: А(–2, 3), В(4, 1), С(6, –5). Написать уравне-

ние медианы этого треугольника, проведенной из вершины А. Си-

стема координат аффинная. 

13. Дан треугольник АВС: А(4, 4), В(–6, –1), С(–2, –4). Написать урав-

нение биссектрисы внутреннего угла треугольника при вершине С.  

14. Написать уравнения сторон равнобочной трапеции, зная, что осно-

вания ее соответственно равны 10 и 6, а боковые стороны образуют 

с основанием угол 600. За ось Оx берется большее основание, за ось 

Oy – ось симметрии трапеции, а за положительное направление оси 

Oy – направление луча, пересекающего меньшее основание.  

15. Составить уравнение прямой, отсекающей на осях координат от-

резки 3 и 5. Система координат аффинная. 

042  yx

0632  yx

012  yx

0643  yx

0333  yx

01232  ух



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16. Через точку М(–4, 10) провести прямые, отсекающие на осях коор-

динат равные отрезки. 

17. Через точку (2, –1) провести прямую, отрезок которой между 

осями координат делился бы в данной точке пополам. Система ко-

ординат аффинная. 

18. Определить площадь треугольника, заключенного между осями 

координат и прямой . 

19. Написать уравнение прямой, параллельной прямой  и 

образующей вместе с осями координат треугольник, площадь ко-

торого равна 5. 

20. Через точку М(4, –3) провести прямую так, чтобы площадь тре-

угольника, образованного ею и осями, была равна 3. 

21. Написать параметрические уравнения прямой, проходящей через 

точку (3, –5) параллельно вектору . Система координат аф-

финная. 

22. Составить параметрические уравнения прямой, проходящей через 

точку (–6, –4) и имеющей угловой коэффициент 𝑘 = −
3

7
. Система 

координат аффинная. 

23. Составить параметрические уравнения прямой, отсекающей на 

осях координат отрезки 3 и –5. Система координат аффинная. 

24. Составить параметрические уравнения прямой, проходящей через 

начало координат и отклоненной к оси абсцисс под углом в 1500.  

25. Написать в параметрической форме уравнения прямых: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) ; 

6)  

26. Записать в виде  уравнения прямых в аффинной 

системе координат: 

1) {
𝑥 = 𝑡,

𝑦 = 1 − 3𝑡; 

2) {
𝑥 = 2 + 5𝑡,
𝑦 = 4 − 7𝑡

. 

27. Найти 𝑘 из условия, что прямая 𝑦 = 𝑘𝑥 + 2 удалена от начала ко-

ординат на расстояние . 

28. Написать уравнение прямой, проходящей через точу 

  и образующей с осью Ох угол . 

06у2х 

0у5х2 

 2, 4

0563  ух

042  ух

53  ху

2х

3у

.032  ух

0 СВуАх

3










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2, А 3arctg
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29. Составить уравнение прямой, зная, что расстояние от нее до начала 

координат равно , а угол между перпендикуляром, опущенным 

из начала координат на прямую, и осью Ох, равен . 

30. Через середину отрезка АВ, где А(4, 0), В(0, 6), провести прямую, 

отсекающую на оси Оx отрезок вдвое больший, чем на оси Oy, и 

написать ее уравнение. 

31. Даны точки М1(–3, 8) и М2(2, 2). На оси абсцисс найти такую точку 

М, чтобы ломаная М1ММ2 имела наименьшую длину. 

32. Из точки А(–5, 6) выходит луч света под углом  к оси Оx 

и отражается от оси Оx, затем от оси Oy. Найти уравнения прямых, 

по которым направлены все три луча. 

33. Найти уравнение прямой, содержащей биссектрису острого угла, 

образованного прямыми 𝑦 = √3𝑥 + 4 и 𝑦 = 4. 

34. При каких значениях С площадь, ограниченная координатными 

осями и прямой , равна 135 кв. ед.? 

35. Написать уравнения сторон квадрата, диагонали которого служат 

осями координат. Длина стороны квадрата равна а. 

36. Относительно ПДСК даны уравнения прямых: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) ; 

6) . 

Какие из этих прямых представлены нормальными уравнениями? 

37. Привести к нормальному виду уравнения прямых: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) ; 

6) . 

38. Дано уравнение первой степени . Найти для со-

ответствующей прямой: 

1) общее уравнение; 

2) нормальное уравнение; 

3) уравнение с угловым коэффициентом; 

4) уравнение прямой в отрезках. 

2
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39. Какая зависимость должна существовать между отрезками а и b, 

чтобы прямая 
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1 была наклонена к оси Ох под углом: 1) 

;  2) ;   3) ? 

Взаимное расположение двух прямых  

I. Прямые заданы общими уравнениями 

𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 и 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0. 

1. Условие параллельности: . 

2. Условие совпадения: . 

3. Условие перпендикулярности: . 

II. Прямые заданы каноническими уравнениями  

 и . 

1. Условие параллельности: и . 

2. Условие совпадения:  и . 

3. Условие перпендикулярности: . 

III. Прямые заданы уравнениями с угловыми коэффициентами 

 и  .  

1. Условие параллельности:  и . 

2. Условие совпадения:  и , 

3. Условие перпендикулярности: . 
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Условие параллельности прямых 

Задачи 

 

40. Написать уравнение прямой, параллельной биссектрисе второго 
координатного угла и отсекающей на оси Oy отрезок, равный 3. 

41. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А(2, –1) и 
параллельной биссектрисе второго координатного угла. 

42. Установить, какие из пар прямых совпадают, параллельны или пе-
ресекаются. В последнем случае найти точку пересечения. 

1) , ; 

2) , ; 

3) , ; 

4) , ; 

5) , ; 

6) , ; 

7) , ; 

8) , ; 

9) , .  

43. Установить, какие из пар прямых совпадают, параллельны или пе-
ресекаются. В последнем случае найти точку пересечения. 

1) {
𝑥 = 3 + 𝑡
𝑦 = 2 − 𝑡

 ;  {
𝑥 = 3𝑡

𝑦 = −2𝑡
 ; 

2) {
𝑥 = 5 + 4𝑡

𝑦 = −2 − 2𝑡
;  {

𝑥 = 1 − 2𝑡
𝑦 = 7 + 𝑡

 ; 

3) {
𝑥 = 4 − 8𝑡
𝑦 = 2 + 6𝑡

 ;  {
𝑥 = −4 + 4𝑡
𝑦 = 8 − 3𝑡

. 

44. Установить, какие из пар прямых совпадают, параллельны или пе-
ресекаются. В последнем случае найти точку пересечения. 

1) ,  {
𝑥 = −3 + 4𝑡
𝑦 = 1 − 3𝑡

; 

2) ,  {
𝑥 = 2 + 𝑡

𝑦 = −9 − 𝑡
 ; 

3) ,  {
𝑥 = 5 + 𝑡

𝑦 = −3 + 2𝑡
 ; 

4) ,  {
𝑥 = −2 + 2𝑡
𝑦 = −9 + 5𝑡

 ;  

5) ,  {
𝑥 = 2 + 3𝑡

𝑦 = −𝑡
 ; 

6) ,  {
𝑥 = −6 + 5𝑡,

𝑦 = 6 − 4𝑡
. 

03  ух 0832  ух

05  ух 0322  ух

042  ух 0842  ух

05  ух 01032  ух

0132  ух 0764  ух

05  ух 0102  ух

06297  ух 0238  ух

02 х 032 х

03  ух 033  ух

0543  ух

0752  ух

0536  ух

03852  ух

0593  ух

0654  ух



Тема 6. Прямая на плоскости 

 62 

45. Составить уравнение прямой, проходящей через точку А(2, 5) и па-

раллельной вектору . Система координат аффинная. 

46. Через точку (7, 4) провести прямую, параллельную прямой 

. Система координат аффинная. 

47. Через точку М(2, 5) провести прямую, равноудаленную от точек 

Р(–1, 2) и Q(5, 4). Система координат аффинная. 

48. Даны середины сторон треугольника М1(2, 3), М2(–1, 2) и М3(4, 5). 

Составить уравнения сторон. Система координат аффинная. 

49. Зная уравнения двух сторон параллелограмма  и 

 и одну из его вершин С(4, –1), составить уравне-

ния двух других сторон параллелограмма. Система координат аф-

финная. 

50. Даны вершины треугольника А(–1, 2), В(3, –1) и С(0, 4). Через каж-

дую из них провести прямую, параллельную противоположной 

стороне. Система координат аффинная. 

51. Составить уравнение прямой, параллельной и равноудаленной от 

двух параллельных прямых  и . Система 

координат аффинная. 

52. Составить уравнения прямых, равноудаленных от трех точек (1, 2), 

(3, 0) и (–4, –5). Система координат аффинная. 

53. Зная уравнения двух сторон параллелограмма  и 

 и точку пересечения его диагоналей М(3, –1), составить 

уравнения двух других сторон параллелограмма. Система коорди-

нат аффинная. 

54. Составить уравнения сторон параллелограмма АВСD, зная, что его 

диагонали пересекаются в точке М(1, 6), а стороны АВ, ВС, СD и 

DA проходят соответственно через точки Р(3, 0), Q(6, 6), R(5, 9) и 

S(–5, 4). Система координат аффинная. 

55. В параллелограмме АВСD даны уравнения сторон 

АВ:  и АD:  и точка  – 

середина стороны ВС. Найти уравнения других сторон параллело-

грамма. Система координат аффинная. 

56. Через точку пересечения прямых  и  

проведена прямая, параллельная прямой . Составить 

ее уравнение. 

57. Проверить, что четыре точки А(–2, –2), В(–3, 1), С(7, 7) и D(3, 1) 

служат вершинами трапеции, составить уравнение средней линии 

и диагоналей этой трапеции. 
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58. Даны вершины треугольников АВС и А1В1С1, а именно: А(3, 0), 

В(0, 3), С(–2, –1) и А1(6,5; 2,5), В1(5, 4), С1(4, 2). Доказать, что сто-

роны их соответственно параллельны и что прямые, соединяющие 

сходственные вершины, пересекаются в одной точке. 

Условие перпендикулярности прямых 

Задачи 

 
59. Установить, какие из пар прямых будут перпендикулярны: 

1) , ; 

2) , ; 

3) , ; 

4) , ; 

5) , ; 

6) , . 

60. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (7, 4) пер-

пендикулярно к прямой . 

61. Через точку пересечения прямых  и  про-

вести прямую, перпендикулярную к прямой . 

62. Даны вершины треугольника А(4, 6), В(–4, 0) и С(–1, –4). Соста-

вить уравнение высоты, опущенной из вершины А на сторону ВС.  

63. Найти проекцию точки (–5, 6) на прямую . 

64. Найти точку, симметричную точке М(–2, 9) относительно прямой 

. 

65. На прямой  найти точку М, такую, чтобы лучи МА и 

МВ, выходящие из этой точки М и проходящие через точки      А(–

2, –1) и В(1, 3), образовывали с данной прямой равные углы. 

66. На прямой  найти точку, равноудаленную от двух то-

чек (–3, 1) и (5, 4). 

67. Даны четыре точки: М1(0, 0), М2(0, 1), М3(–2, 1) и М4(1, 1). Найти 

точку М, зная, что она служит вершиной равнобедренных тре-

угольников ММ1М2 и ММ3М4, боковые стороны которых ММ1, 

ММ2 и ММ3, ММ4. 

68. Даны две вершины треугольника: А(–6, 2), В(2, –2) и точка H(1, 2) 

пересечения его высот. Вычислить координаты третьей вершины 

С. 
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69. В треугольнике АВС известны: сторона АВ: , вы-

сота ВH:  и высота АH: . Написать 

уравнения двух других сторон и третьей высоты. 

70. Точка пересечения высот треугольника лежит в начале координат. 

Уравнения двух сторон этого треугольника  и 

. Составить уравнение третьей стороны. 

71. Составить уравнения сторон треугольника, зная одну из вершин 

А(3, –4) и уравнения двух высот:  и 

. 

72. Дан треугольник с вершинами в точках А(2, 5), В(5, –1) и С(8, 3). 

Составить уравнение прямой, проходящей через точку пересече-

ния медиан треугольника перпендикулярно к прямой  

. 

73. На прямую, проходящую через точки А(1, –2) и В(0, –7), опущен 

перпендикуляр из точки D(–3, 4). Вычислить отношение, в кото-

ром основание этого перпендикуляра делит отрезок АВ. 

74. На высоте ВН треугольника АВС с вершинами в точках А(3, 1), 

В(5, 4) и С(1, 3) найти точку Р, делящую эту высоту в отношении 

 и вычислить площадь четырёхугольника АВСР. 

75. Составить уравнения катетов прямоугольного треугольника, пло-

щадь которого равна 20 кв. ед., если известно, что его гипотенуза 

лежит на оси абсцисс, а вершина прямого угла совпадает с точкой 

С(–1, 4). 

76. Даны точки А(–3, 1) и В(3, –7). На оси ординат найти точку М, 

чтобы прямые АМ и ВМ были перпендикулярны друг к другу.  

Нахождение точки пересечения прямых  
на плоскости и угла между прямыми 

Точка пересечения прямых находится решением системы уравне-

ний этих прямых. 

Угол между двумя прямыми находится по следующим формулам: 

I. Прямые заданы общими уравнениями  

𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 и 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0, тогда 

. 
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II. Прямые заданы каноническими уравнениями  

 и , тогда  

. 

III. Прямые заданы уравнениями с угловыми коэффициентами: 

 и , тогда  

. 

Задачи 

 

77. Найти точки пересечения прямых: 

1) , ; 

2) , ; 

3) , . 

Предварительно исследовать данные системы уравнений. 
78. Даны вершины четырёхугольника А(–9, 0), В(–3, 6), С(3, 4) и 

D(6,  –3). Найти точку пересечения его диагоналей АС и BD и вы-
числить угол между ними. 

79. Проверить, что прямые ,  и  слу-

жат сторонами равнобедренного треугольника. 
80. Составить уравнения сторон квадрата, если даны координаты од-

ной из его вершин А(2, –4) и точка пересечения диагоналей 
М(5, 2). 

81. Написать уравнение прямой, соединяющей центр тяжести тре-
угольника АВС с началом координат, если координаты вершин: 
А(2, –1), В(4, 5) и С(–3, 2). 

82. Зная уравнения боковых сторон равнобедренного треугольника 

 и , составить уравнение третьей стороны при 

условии, что она проходит через начало координат. 
83. Составить уравнения катетов прямоугольного равнобедренного 

треугольника, зная уравнение гипотенузы  и вершину 

прямого угла (4, –1). 
84. В равнобедренном прямоугольном треугольнике даны координаты 

вершины острого угла (5, 7) и уравнение противолежащего катета 

. Составить уравнения двух других сторон тре-

угольника. 
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85. Найти угол между прямыми: 

1)  и ; 

2)  и ; 

3)  и ; 

4)  и ; 

5)  и ; 

6)  и ; 

7)  и ; 

8)  и . 

86. Найти угол между прямыми: 

1)  и ; 

2)  и прямой, проходящей через точки (5, 0) и (0, 3). 

87. При каких значениях параметра  следующие пары прямых: 

а) параллельны; б) перпендикулярны? 

1)  и ; 

2)  и ; 

3)  и ; 

4)  и . 

88. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А(0, 2) под 

углом  к прямой . 

89. Вычислить углы треугольника, стороны которого относительно 

ПДСК даны уравнениями: ,  и 

. 

90. При каком значении параметра  прямые 

 и  будут 

перпендикулярными друг к другу? 

91. При каком значении параметра а прямые  и 

 будут параллельными? 

92. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (x, y) и 

перпендикулярной к прямой . 

93. Определить углы между прямыми, если известны их угловые ко-

эффициенты  и ? 

94. Через точку (3, 1) провести прямые, наклоненные к прямой 

 под углом 450. 
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95. Через начало координат провести прямые, образующие с прямой 

 углы, тангенсы которых равны . 

96. Даны точки А(3, 3) и В(0, 2). На прямой  найти точку, 

из которой отрезок АВ виден под углом 450. 

97. Для каждой из упорядоченных пар прямых найти тангенс угла от 

первой прямой до второй прямой: 

1)  и ; 

2)  и ; 

3)  и ; 

4)  и . 

98. Даны уравнения основания равнобедренного треугольника 

 и боковой его стороны ; точка (–2, 0) ле-

жит на другой боковой стороне. Найти уравнение третьей стороны 

треугольника. 

99. Даны две прямые:  и . Найти третью прямую 

так, чтобы вторая из данных прямых была биссектрисой угла 

между первой из данных прямых и искомой прямой. 

100. Даны вершины (–2, 1) и (4, 5) в основании равнобедренного тре-

угольника и косинус угла А при его вершине . Найти ко-

ординаты вершины А. 

101. Даны вершина В(–3, –1) равнобедренного треугольника, вершина 

С(2, 1) в его основании и  угла при вершине. Составить 

уравнения сторон треугольника. 

102. Даны две вершины А(1, 2) и В(3, 4) треугольника и косинусы внут-

ренних углов А и В, прилежащих к вершинам  и 

. Составить уравнения сторон треугольника и найти 

его третью вершину. 

103. Дана вершина С(–3, 2) треугольника, косинусы его внутренних уг-

лов А и В: , , и уравнение  сто-

роны АВ. Составить уравнения сторон треугольника. 
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104. Определить тангенсы внутренних углов треугольника, стороны ко-

торого заданы уравнениями , , . 

Расстояние от точки до прямой 

Нормированное уравнение прямой: . 

Переход от общего уравнения прямой 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 к нормирован-

ному : 

Пусть , знак выбирается противоположным 

знаку C, тогда . 

Расстояние от точки M0(x0; y0) до прямой с нормированным уравнением 

:  

. 

Задачи 

 
105. Две стороны квадрата лежат на прямых  и 

. Найти площадь квадрата. 

106. Найти геометрическое место точек, расстояние от которых до пря-

мой  равно 3. 

107. Найти расстояние между двумя параллельными прямыми 

 и . 

108. Найти длину высоты BD в треугольнике с вершинами А(4, –3), В(–

2, 6) и С(5, 4). 

109. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А(1, 5) на 

расстоянии 5 ед. от начала координат. 

110. Найти координаты точки, равноудаленной от двух точек (5, 4) и (–

3, 2) и лежащей на прямой . 

111. Составить уравнение прямой, симметричной прямой 

 относительно точки А(4, 2). 

112. Найти уравнения прямых, на которых лежат биссектрисы углов 

между прямыми  и . 

113. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А(2, 5) на 

расстоянии 2 от точки В(0, –1). 

114. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А(1, –1) так, 

что середина ее отрезка, заключенного между прямыми 

02  уx 03  уx 01 уx

0sincos  pyx 

0sincos  pyx 

22
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CpBA   ,sin,cos

0sincos  pyx 

pyxd   sincos 00
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 и , лежала бы на прямой 

. 

115. Две смежные вершины квадрата имеют координаты (1, 4) и (4, 5). 

Найти координаты двух других вершин. 

116. Найти уравнения прямых, на которых лежат три стороны квадрата, 

зная, что четвертой стороной является отрезок прямой 

, концы которого лежат на осях координат. 

117. Уравнение одной из сторон угла есть , уравнение 

его биссектрисы: . Написать уравнение прямой, на 

которой лежит другая сторона угла. 

118. Даны вершины треугольника А(–1, –1), В(1, 3) и С(4, –1). Из вер-

шины В опущена высота. К какой из сторон ближе расположена 

середина этой высоты? 

119. Составить уравнение прямой, делящей пополам отрезок между 

точками А(–3, 2) и В(5, –2) и образующей с отрезком АВ угол 

вдвое больший, чем с осью Оx. 

120. Из всех прямых, параллельных прямой , найти те, кото-

рые проходят на расстоянии 5 ед. от точки (2, 3). 

121. Дан треугольник: А(1, 2), В(3, 7) и С(5, –13). Вычислить длину пер-

пендикуляра, опущенного из вершины В на медиану, проведенную 

из вершины А. 

122. На оси ординат найти точку, одинаково удаленную от начала ко-

ординат и от прямой . 

123. Диагонали ромба длиной в 30 и 16 ед., приняты за оси координат. 

Вычислить расстояние между параллельными сторонами этого 

ромба. 

124. Через точку Р(–2, 1) проведена прямая так, что ее расстояние от 

точки С(3, 1) равно 4. Найти угловой коэффициент этой прямой. 

125. Найти центр круга, касающегося прямых  и 

, причем радиус круга r = 8. 

126. Даны точки А(2, –3) и В(5, –1). Провести прямую так, чтобы она 

прошла на расстоянии 6 ед. от точки А и на расстоянии 4 ед. от 

точки В. 

127. Вычислить площадь треугольника, образованного биссектрисами 

внешних углов треугольника, стороны которого даны: 

,  и . 
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128. Точка движется так, что расстояние ее от начала координат оста-

ется все время вдвое больше расстояния от прямой . Найти 

траекторию движущейся точки. 

129. Нужно восстановить границы квадратного участка земли по трем 

сохранившимся столбам: одному в центре участка и по одному на 

двух противоположных границах. На плане положение столбов 

определено координатами: среднего М(1, 6) и двух боковых: 

А(5, 9) и В(3, 0). Составить уравнения прямых, изображающих ис-

комые границы.  

Взаимное расположение трех прямых на плоскости. 
Пучок прямых 

Пучком прямых с центром в точке S называется множество всех 

прямых плоскости, проходящих через точку S. 

Уравнение пучка прямых: 

, 

где  и  – уравнения двух различ-

ных прямых, принадлежащих данному пучку. 

 

Задачи 

 
130. Определить взаимное расположение прямых в каждой из следую-

щих троек прямых в аффинной системе координат: 

1) , , ; 

2) , , ; 

3) , , ; 

4) , , ; 

5) , , ; 

6) , , ; 

7) , , . 

131. Составить уравнение прямой, проходящей через начало координат 

и точку пересечения прямых  и . Си-

стема координат аффинная. 

3

x
y 

    0222111  CyBxACyBxA 

0111  CyBxA 0222  CyBxA

032  ух 0523  ух 025  ух

032  ух 0742  ух 0463  ух

054  ух 072  ух 03 х

05 у 02 у 0у

03  ух 0722  ух 0144  ух

0532  ух 01 ух 01243  ух

0623  ух 0569  ух 035  ух

032  ух 0247  ух



Тема 6. Прямая на плоскости 

 71 

132. Написать уравнение прямой, проходящей через точку пересечения 

прямых  и  и через точку    А(2, –1). 

Система координат аффинная. 

133. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, параллельную прямой . Система 

координат аффинная. 

134. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямые, параллельные осям координат. Система коорди-
нат аффинная. 

135. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, отсекающую на осях координат равные отрезки 
(учитывая их знаки). 

136. Составить уравнение прямой, проходящей через точки пересече-

ния пар прямых ,  и , 

. Система координат аффинная. 

137. Через точку пересечения прямых  и  про-

вести прямую, перпендикулярную к прямой .  

138. Составить уравнения прямых, проходящих через точку пересече-

ния прямых  и  и наклоненных ко вто-

рой из данных прямых под углом 450. 

139. Через точку пересечения прямых  и  про-

вести прямую, образующую с прямой  углы, тангенсы 

которых равны ±2. 

140. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, отстоящую от начала координат на расстоянии 
4. 

141. Какому условию должны удовлетворять коэффициенты a и b, 

чтобы прямые ,  и  прохо-

дили через одну и ту же точку? 

142. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, делящую отрезок между точками А(4, –3) и 

В(–1, 2) в отношении . 

143. Не вычисляя координат вершин треугольника, написать уравнения 
прямых, проведенных через эти вершины параллельно противопо-
ложным сторонам. Стороны треугольника заданы уравнениями 

,  и . 
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144. Стороны угла, данные своими уравнениями  и 

, пересечены рядом параллельных прямых 

. Найти геометрические места:  

1) середин отрезков параллельных прямых, заключенных между 
сторонами угла;  

2) точек, делящих в отношении  отрезки параллельных пря-

мых, заключенных между сторонами угла. 

 

Тема 7. Плоскость 

Различные виды уравнений плоскости 

1. Общее уравнение плоскости: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0, причем 𝐴, 𝐵 C 

не равны одновременно нулю,  – нормальный вектор, 

перпендикулярный плоскости. 

2.  – уравнение плоскости, проходя-

щей через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) с данным нормальным вектором 

. 

3. Уравнение плоскости, проходящей через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) парал-

лельно двум неколлинеарным векторам  
zyx pppp ,,  и 

: 

. 

4. Уравнение плоскости, проходящей через точки 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) и 

𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) параллельно вектору  
zyx pppp ,, : 

. 

5. Уравнение плоскости, проходящей через три точки: 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 

𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) и 𝑀3(𝑥3, 𝑦3 , 𝑧3): 

. 

0132  ух

054  ух

bху  2

3

 CBAn ,,

0)()()( 000  zzCyyBxxA

 CBAn ,,

 
zyx qqqq ,,

0

000





zyx

zyx

qqq

ppp

zzyyxx

0121212

111





zyx ppp

zzyyxx

zzyyxx

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx



Тема 7. Плоскость 

 73 

6. Параметрические уравнения плоскости: 

 

где 𝑀0(𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0) – точка, через которую проходит плоскость, 

 и  – неколлинеарные векторы, парал-

лельные плоскости. 

7. Уравнение плоскости в отрезках: 

 

Задачи 

 
145. Составить уравнение плоскости, проходящей через: 

1) точку М(–2, 3, 1) параллельно плоскости Оху; 

2) точку М(1, –2, 4) параллельно плоскости Охz; 

3) точку М(–5, 2, –1) параллельно плоскости Оyz; 

4) точку М(–2, 3, 1) и ось Оу; 

5) точку М(4, –1, 2) и ось Оx; 

6) точку М(3, –4, 7) и ось Оz. 

146. Составить уравнение плоскости, проходящей через: 

1) точку А(5, –4, 6) перпендикулярно оси Ох; 

2) точку А(5, –4, 6) и отсекающей равные отрезки на положитель-

ных координатных полуосях. 

147. Уравнение плоскости  привести к нормаль-

ному виду. 

148. Определить направляющие косинусы радиуса-вектора, перпенди-

кулярного к плоскости . 

149. Написать уравнение плоскости: 

1) параллельной оси Oz и проходящей через точки М1(3, –1, 2) и 

М2(–1, 2, 5); 

2) проходящей через точку М1(3, –1, 2) перпендикулярно вектору 

. 

150. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М0(2, 3, –4) и параллельной векторам ,  

. 
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151. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

М1(2, 0, –1) и М2(–3, 1, 3) параллельно вектору . 

152. Написать уравнение плоскости, проходящей через три заданные 

точки: М1(1, 0, –1), М2(2, 2, 3), М3(0, –3, 1). 

153. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку     М(1, –

2, 3) и линию пересечения плоскостей  и 

. 

154. Составить уравнение плоскости, отсекающей на осях Ох и Оу от-

резки, соответственно равные 5 и –7, и проходящей через точку 

(1, 1, 2). 

155. Составить уравнение плоскости, отсекающей на осях аффинной 

системы координат отрезки, соответственно равные 3, 5 и –7. 

156. Составить уравнение плоскости, отсекающей на оси Оz отрезок 

𝑐 = −5 и перпендикулярной к вектору . 

157. Составить уравнения плоскостей, проходящих через оси коорди-

нат и параллельных вектору . 

158. Составить уравнения плоскостей, проходящих через оси коорди-

нат и через точку (3, –5, 1). 

159. Составить параметрические уравнения плоскости, проходящей че-

рез точку (2, 3, –5) и параллельной векторам  и . 

160. Написать общее уравнение плоскости по её параметрическим урав-

нениям в каждом из следующих случаев: 

1) {
𝑥 = 2 + 3𝑢 − 4𝑣,

𝑦 = 4 − 𝑣,
𝑧 = 2 + 3𝑢.

 

2) {
𝑥 = 𝑢 + 𝑣,
𝑦 = 𝑢 − 𝑣,

𝑧 = 5 + 6𝑢 − 4𝑣.
 

161. Найти плоскость, зная, что точка М(2, –4, 4) служит основанием 

перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту плос-

кость. 

162. Даны точки А(3, –2, 1) и В(6, 0, 5). Составить уравнение плоско-

сти, проходящей через точку В и перпендикулярной к прямой АВ. 

Взаимное расположение плоскостей 

Утверждение. Плоскости, заданные уравнениями 

 и , параллельны, если 

выполняется условие 
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. 

Утверждение. Плоскости, заданные уравнениями 

 и , совпадают тогда, 

когда выполняется условие 

. 

Утверждение. Плоскости, заданные уравнениями 

 и , перпендикулярны 

тогда, когда выполняется условие 

. 

Условие параллельности плоскостей 

Задачи 

 
163. Даны четыре вершины тетраэдра: A(3, 5, –1), B(7, 5, 3), C(9, –1, 5), 

D(5, 3, –3). Написать уравнения плоскостей, равноудалённых от 
всех вершин тетраэдра. 

164. Установить, какие из следующих пар плоскостей пересекаются, 
параллельны или совпадают: 

1) , ; 

2) , ; 

3) , ; 

4) , ; 

5) , . 

165. Даны уравнения трех граней параллелепипеда 

, ,  и одна из его вершин (6, –5, 1). Соста-

вить уравнения трех других граней параллелепипеда. 

166. Определить, при каких значениях l и m следующие пары уравне-

ний будут определять параллельные плоскости: 

1) , ; 

2) , ; 

3) , . 

167. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
М(0, −3, 2) параллельно плоскости, проходящей через точки 
М1(0, –2, –1), М2(1, –3, 4), М3(1, 1, –1). 
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168. Написать уравнение плоскости, расположенной на равном рассто-

янии от двух данных параллельных плоскостей  

и . 

Условие перпендикулярности плоскостей 

Задачи 

 
169. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

М1(4, 2, 3) и М2(2, 0, 1) и перпендикулярной к плоскости 
. 

170. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М(1, 0, 3) и перпендикулярной к плоскостям  и 

. 

171. Составить уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-
нат и перпендикулярной к прямой пересечения плоскости 

 с плоскостью Oxz. 

172. Найти основание перпендикуляра, опущенного из точки (1, 3, 5) на 

прямую, по которой пересекаются плоскости  и 

. 

173. Определить, при каком значении l следующие пары уравнений бу-
дут определять перпендикулярные плоскости: 
1) , ; 

2) , . 

174. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию пересе-
чения плоскостей  и  перпен-

дикулярно плоскости . 

Нахождение угла между плоскостями 

Определение. Углом между двумя плоскостями называется угол 
между их нормальными векторами. 
Утверждение. Косинус угла между двумя плоскостями, заданными 

уравнениями  и , вы-

числяется по формуле  

. 

0234  zyx

0834  zyx

0432  zух

08 zух

0542  zух

0342  zух

012  zух

0323  zух

0353  lzyx 0523  zyx

027  zyx 013  zylx

03122  zух 0273  zух

02524  ух

01111  DzCyBxA 02222  DzCyBxA

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos

CBACBA

CCBBAA








Тема 7. Плоскость 

 77 

Задачи 

 
175. Найти величину острого угла между плоскостями: 

1) , ; 

2) , . 

176. Через начало координат провести плоскость, перпендикулярную к 

плоскости  и образующую с плоскостью 

 угол 450. 

177. Вычислить косинусы внутренних двугранных углов тетраэдра, об-

разованного плоскостями координат и плоскостью 

. 

178. Найти косинус угла между плоскостями  и 

, в котором лежит точка (1, 1, 1). 

179. Грани тетраэдра заданы уравнениями , 

, , . Вычислить 

косинус внутреннего двугранного угла тетраэдра, ребром которого 

служит линия пересечения первых двух плоскостей. 

180. Определить уравнение плоскости, проходящей через ось Оу и со-

ставляющей с плоскостью  угол 600. 

181. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

М1(0, 0, 2) и М2(0, 1, 0) и образующей угол 450 с плоскостью Oyz. 

Пучок плоскостей. Связка плоскостей 

Определение. Пучком плоскостей в пространстве называется сово-

купность всех плоскостей, проходящих через данную прямую. 

Определение. Уравнением пучка плоскостей, проходящих через пря-

мую, определяемую пересечением пары непараллельных плоскостей 

𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0, 

причем 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1  не равны одновременно нулю и  

𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0, 

причем 𝐴2, 𝐵2 , 𝐶2  не равны одновременно нулю,  называется уравнение 

вида 

,  

причем 𝛼 и 𝛽 не равны нулю одновременно. 

Определение. Связкой плоскостей в пространстве называется сово-

купность всех плоскостей, проходящих через данную точку.  
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Определение. Если точка P, принадлежащая одновременно трем 

плоскостям 

𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0, 

причем 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1  не равны одновременно нулю,  

𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0, 

причем 𝐴2, 𝐵2 , 𝐶2  не равны одновременно нулю и 

𝐴3𝑥 + 𝐵3𝑦 + 𝐶3𝑧 + 𝐷3 = 0, 

причем 𝐴3, 𝐵3 , 𝐶3  не равны одновременно нулю и единственная, то 

уравнение вида  

, 

где 𝛼, 𝛽 и 𝛾 не равны нулю одновременно, называется уравнением связки 

плоскостей, проходящих через точку P. 

 

Задачи 

 
182. Написать уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-

нат и через линию пересечения плоскостей , 

. 

183. Через линию пересечения плоскостей , 

 провести плоскость, параллельную оси Ox. 

184. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию пересе-

чения плоскостей ,  и отсекаю-

щей на осях Oy и Oz равные отрезки. 

185. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию пересе-

чения плоскостей ,  и перпендикуляр-

ной к плоскости . 

186. Составить уравнение плоскости, перпендикулярной к плоскости 

 и проходящей через линию пересечения дан-

ной плоскости с плоскостью Oxy. 

187. В пучке, определяемом плоскостями  и 

, найти две перпендикулярные друг другу 

плоскости, из которых одна проходит через точку (4, –3, 1). 

188. В пучке, определяемом плоскостями  и 

, найти плоскости, перпендикулярные к этим 

плоскостям. 
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189. Через линию пересечения плоскостей  и 

 провести плоскость, образующую угол 450 с плос-

костью . 

190. Через ось Oz провести плоскость, образующую с плоскостью 

 угол 600. 

191. Даны уравнения граней тетраэдра:  (1), 

 (2),  (3),  (4). Написать 

уравнение плоскости, проходящей через ребро, определяемое 

двумя первыми гранями, и через середину ребра, определяемого 

двумя последними гранями. 

192. Даны три плоскости: , , 

. Через линию пересечения двух плоскостей провести 

плоскость так, чтобы линия ее пересечения с третьей плоскостью 

была перпендикулярна к линии пересечения первой и второй плос-

костей. 

193. Даны уравнения граней тетраэдра: (1), 

(2), (3), (4). Написать 

уравнение плоскости, проходящей через ребро, определяемое 

двумя первыми гранями, и параллельной противоположному 

ребру тетраэдра. 

194. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку пересе-

чения трех плоскостей , , 

 и  

1) проходящей через ось Oy; 

2) параллельной плоскости Oxz; 

3) проходящей через начало координат и точку (2, 1, 7). 

Расстояние от точки до плоскости 

 
Определение. Расстоянием от точки до плоскости называется 

длина перпендикуляра, опущенного из этой точки на данную плоскость. 

Утверждение. Расстояние от точки М0(x0, y0, z0) до плоскости, задан-

ной уравнением 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0, где 𝐴, 𝐵 и C не равны одновре-

менно нулю, вычисляется по формуле 

. 
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Задачи 

 
195. Определить расстояния от точек А(3, 5, 7), В(7, –1, 2), С(2, 0, 4) до 

плоскости . 

196. Составить уравнения биссекторных плоскостей углов между 

двумя плоскостями , . 

197. Даны вершины тетраэдра А(0, 0, 2), В(3, 0, 5), С(1, 1, 0) и D(4, 1, 2). 

Вычислить длину высоты, опущенной из вершины D на грань АВС. 

198. Составить уравнение плоскости, отстоящей от начала координат 

на расстоянии  и перпендикулярной к прямой, по которой пе-

ресекаются плоскости , . 

199. На оси Oz найти точку, равноудаленную от точки (2, 3, 4) и от 

плоскости . 

200. На оси Oy найти точки, равноудаленные от плоскостей 

 и . 

201. Составить уравнение плоскости, параллельной плоскости 

 и отстоящей от точки (1, 2, 0) на расстоянии 

. 

202. На линии пересечения двух плоскостей , 

 найти точки, отстоящие от плоскости 

 на расстоянии 7. 

203. На прямой, по которой пересекается плоскость 

 с плоскостью Oxz, найти точки, отстоящие от 

плоскости  на расстоянии . 

204. Написать уравнение плоскости, отсекающей на осях координат от-

резки, пропорциональные числам 1, 2, 3, и отстоящей от точки 

(3, 5, 7) на расстоянии 4. 

205. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку А(5, 2, 0) 

и удалённой от точки В(6, 1, –1) на расстояние 1 и от точки 

С(0, 5, 4) на расстояние 3. 

206. Через линию пересечения плоскостей , 

 провести плоскости, отстоящие от начала ко-

ординат на расстоянии 1. 
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Тема 8. Прямая в пространстве. Взаимное 
расположение прямой и плоскости в пространстве 

Различные виды уравнений прямой в пространстве 

1.  – каноническое уравнение прямой, 

 – точка, через которую проходит прямая, 

 – направляющий вектор прямой. 

2.  – параметрические уравнения прямой. 

3.  – уравнение прямой, проходящей че-

рез точки  и . 

4.  – уравнения прямой, заданной в виде пе-

ресечения двух плоскостей. 
 
Формулы перехода от уравнений прямой, заданной в виде пересечения 

двух плоскостей, к каноническому виду 

 

 

В качестве точки  можно взять любую точку, коор-

динаты которой удовлетворяют системе уравнений плоскостей: 

. 

 

Задачи 

 
207. Составить уравнение прямой 

 
в каждом из следующих слу-

чаев, учитывая, что система координат аффинная:  
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1) М1(2, 3, 1), М2(4, 6, 9); 

2) М1(7, −1, 2), М2(5, −1, 4);  

3) М1(1, 5, 1), М2(1, −5, 1).  

208. Составить параметрические уравнения прямых, учитывая, что си-

стема координат аффинная: 

1) {
𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 0,

3𝑥 − 2𝑦 + 5𝑧 = 0.
 

2) {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 5 = 0,

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0.
 

209. Написать уравнение прямой, проходящей через: 

1) точку (3, 5, 1) параллельно прямой {
𝑥 = 2 + 4𝑡,

𝑦 = −3𝑡,
𝑧 = −3.

 

2) точку (0, –5, 4) параллельно прямой {
𝑥 + 2𝑦 + 6 = 0,

𝑧 − 5 = 0.
 

210. Представить каждую из следующих прямых как линию пересече-

ния плоскостей, параллельных осям Ox и Oy:  

1) {
𝑥 = 3 + 5𝑡,
𝑦 = 7 − 4𝑡,
𝑧 = −6 + 𝑡.

 

2) {
𝑥 = −1 + 𝑡,
𝑦 = 1 − 𝑡,

𝑧 = 5𝑡.

 

Взаимное расположение прямых в пространстве 

 

Утверждение. Две прямые, заданные уравнениями 

 и , 

параллельны, но не совпадают тогда и только тогда, когда выполняются 

условия: 

. 
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Утверждение. Две прямые, заданные уравнениями 

 и , 

совпадают тогда и только тогда, когда выполняются условия 

. 

Утверждение. Две прямые, заданные уравнениями 

 и , 

лежат в одной плоскости тогда и только тогда, когда выполняется 

условие 

. 

Утверждение. Две прямые, заданные уравнениями 

 и , 

скрещиваются тогда и только тогда, когда выполняется условие 

 

Задачи 

 
В задачах 211–213 установить, какие из следующих пар прямых 

скрещиваются, параллельны, пересекаются или совпадают; если пря-

мые параллельны, написать уравнение плоскости, через них проходя-

щей; если прямые пересекаются, написать уравнение содержащей их 

плоскости и найти их общую точку. 

211. 1) {
𝑥 = 1 + 2𝑡,
𝑦 = 7 + 𝑡,

𝑧 = 3 + 4𝑡.
 и {

𝑥 = 6 + 3𝑡,
𝑦 = −1 − 2𝑡,
𝑧 = −2 + 𝑡.
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2) {
𝑥 = 1 + 2𝑡,
𝑦 = 2 − 2𝑡,

𝑧 = −𝑡.
 и {

𝑥 = −2𝑡,
𝑦 = −5 + 3𝑡,

𝑧 = 4.
 

3) {
𝑥 = 2 + 4𝑡,

𝑦 = −6𝑡,
𝑧 = −1 − 8𝑡.

 и {
𝑥 = 7 − 6𝑡,
𝑦 = 2 + 9𝑡,

𝑧 = 12𝑡.
 

4) {
𝑥 = 1 + 9𝑡,
𝑦 = 2 + 6𝑡,
𝑧 = 3 + 3𝑡.

 и {
𝑥 = 7 + 6𝑡,
𝑦 = 6 + 4𝑡,
𝑧 = 5 + 2𝑡.

 

212. 1) {
𝑥 + 𝑧 − 1 = 0,

3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 13 = 0.
 и  {

𝑥 − 2𝑦 + 3 = 0,
𝑦 + 2𝑧 − 8 = 0.

 

2) {
2𝑥 + 3𝑦 = 0,

𝑥 + 𝑧 − 8 = 0.
       и  {

𝑧 − 4 = 0,
2𝑥 + 3𝑧 − 7 = 0.

 

3) {
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0,

𝑦 + 4𝑧 = 0.
 и  {

2𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 − 6 = 0,
3𝑥 + 4𝑦 + 7𝑧 = 0.

 

4) {
3𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 6 = 0,

41𝑥 − 19𝑦 + 52𝑧 − 68 = 0.
   и  {

𝑥 − 2𝑦 + 5𝑧 − 1 = 0,
33𝑥 + 4𝑦 − 5𝑧 − 68 = 0.

 

213. 1) {
𝑥 = 9𝑡,
𝑦 = 5𝑡,

𝑧 = −3 + 𝑡.
 и  {

2𝑥 − 3𝑦 − 3𝑧 − 9 = 0,
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 3 = 0.

   

2) {
𝑥 = 𝑡,

𝑦 = −8 − 4𝑡,
𝑧 = −3 − 3𝑡.

 и  {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0,

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 0.
 

3) {
𝑥 = 3 + 𝑡,

𝑦 = −1 + 2𝑡,
𝑧 = 4.

 и  {
𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 0,

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 4 = 0.
 

4) {
𝑥 = −2 + 3𝑡,

𝑦 = −1,
𝑧 = 4 − 𝑡.

 и  {
2𝑦 − 𝑧 + 2 = 0,

𝑥 − 7𝑦 + 3𝑧 − 17 = 0.
 

Взаимное расположение прямой и плоскости 

 

Утверждение. Для того чтобы прямая с уравнением 

 была параллельна плоскости с уравнением 

, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 

условия  

. 
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Утверждение. Для того чтобы прямая с уравнением 

 лежала в плоскости с уравнением 

, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 

условия 

. 

 

Задачи 

 
В задачах 214–215 установить в каждом из случаев, лежит ли дан-

ная прямая в данной плоскости, параллельна плоскости или пересекает 

ее; в последнем случае найти точку пересечения прямой и плоскости. 

214. 1)    

2)    

3)    

4)    

215. 1) {
3𝑥 + 5𝑦 − 7𝑧 + 16 = 0,

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 6 = 0.
     и       

2) {
2𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 − 10 = 0,

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 5 = 0.
      и      

 

3) 
{

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 8 = 0,
5𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 − 16 = 0.

        и
      

 

216. Найти проекцию прямой на плоскость Oxy в каждом из следующих 

случаев: 

1) {
5𝑥 + 8𝑦 − 3𝑧 + 9 = 0,
2𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 − 1 = 0.

 

2)  

 

217. Найти точки пересечения с плоскостями координат каждой из сле-

дующих прямых: 
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1) {
6𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 9 = 0,

3𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 − 12 = 0.
 

2) {
𝑥 = 6 + 2𝑡,

𝑦 = −2 + 4𝑡,
𝑧 = −5𝑡.

 

218. Найти точку встречи прямой {
𝑥 = 2𝑡,

𝑦 = 1 − 𝑡,
𝑧 = 3 + 𝑡.

 с плоскостью 

. Система координат аффинная. 

219. Составить уравнение прямой, лежащей в плоскости  и 

пересекающей прямые {
𝑥 = 1 − 𝑡,

𝑦 = 𝑡,
𝑧 = 4𝑡.

 
 
и {

𝑥 = 2 − 𝑡,
𝑦 = 4 + 2𝑡,

𝑧 = 1.
 Система коорди-

нат аффинная. 

220. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (3, −1, −4), 

пересекающей ось Oy и коллинеарной плоскости  Си-

стема координат аффинная. 

221. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (2, 3, 1) и 

пересекающей прямые {
𝑥 + 𝑦 = 0,

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 4 = 0.
 и {

𝑥 + 3𝑦 − 1 = 0,
𝑦 + 𝑧 − 2 = 0.

. Си-

стема координат аффинная. 

222. Составить уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-

нат и через прямую {
𝑥 = 3 − 2𝑡,
𝑦 = 1 + 𝑡,

𝑧 = 𝑡.
. Система координат аффинная. 

223. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку (−3, 1, 0) 

и через прямую {
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 4 = 0,
3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0

. 

224. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

{
𝑥 = 2 + 3𝑡,

𝑦 = −1 + 6𝑡,
𝑧 = 4𝑡.

 и коллинеарную прямой {
𝑥 = −1 + 2𝑡,

𝑦 = 3𝑡,
𝑧 = −𝑡.

. 

225. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку (−2, 3, 0) 

и через прямую  {
𝑥 = 1,

𝑦 = 2 + 𝑡,
𝑧 = 2 − 𝑡.

 

226. Составить уравнение плоскости, проходящей через ось Oy и кол-

линеарной линии пересечения двух плоскостей 

{
𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 + 7 = 0,

3𝑥 + 7𝑦 − 2𝑧 = 0
.
 
Система координат аффинная. 
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Угол между двумя прямыми. Угол прямой и плоскости. 
Условие перпендикулярности двух прямых. Условие 

перпендикулярности прямой и плоскости 

 

Определение. Углом между двумя прямыми называется угол между 

их направляющими векторами. 

Утверждение. Косинус угла между двумя прямыми, заданными  урав-

нениями  и , вычисля-

ется по формуле . 

Следствие. Условие перпендикулярности двух прямых: 

. 

Определение. Углом между прямой и плоскостью называется угол 

между прямой и ортогональной проекцией этой прямой на данную 

плоскость. 

Утверждение. Синус угла между прямой, заданной уравнением 

, и плоскостью, заданной уравнением 

, вычисляется по формуле 

. 

Утверждение. Прямая, заданная уравнением , 

перпендикулярна плоскости, заданной уравнением 

, тогда и только тогда, когда выполняется условие 

. 

Задачи 

 
227. Определить направляющие конусы прямых: 
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228. Составить уравнение прямой, которая проходит через точку А(1, –

5, 3) и образует с осями координат углы, соответственно равные 

600, 450, 1200.  

229. Определить угол, образованный прямыми  и 

 

230. Вычислить углы, образованные противоположными ребрами тет-

раэдра с вершинами А(3, –1, 0), В(0, –7, 3), С(–2, 1, –1), D(3, 2, 6). 

231. Вычислить направляющие конусы прямой 
 

232. Найти косинусы углов между прямыми:  

1) {
𝑥 = 3 + 𝑡,

𝑦 = 7 − 2𝑡,
𝑧 = 4 + 3𝑡.

  и  {
𝑥 = 2 + 5𝑡,
𝑦 = 1 − 𝑡,

𝑧 = 1.

 

2) {
3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0,

3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0.
        и            {

𝑥 − 𝑦 + 1 = 0,
2𝑥 + 2𝑦 − 5𝑧 + 1 = 0.

 

233. Найти угол между прямой {
𝑥 = 5 + 6𝑡,
𝑦 = 1 − 3𝑡,
𝑧 = 2 + 𝑡.

 и плоскостью 

 

234. Найти угол между прямой 
 
и плоско-

стью  

235. Составить уравнения проекции прямой  

на плоскость Охz. 

236. Составить уравнения проекции прямой {
𝑥 = 3 + 5𝑡,
𝑦 = −1 + 𝑡,
𝑧 = 4 + 𝑡.

 на плоскость 

 

237. Составить уравнения перпендикуляра, опущенного из точки 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) на плоскость 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0. 
238. Из точки (3, –2, 4) опустить перпендикуляр на плоскость 

 

239. Найти проекцию точки (1, 2, –3) на плоскость  

240. Найти точку, симметричную точке (2, 7, 1) относительно плоско-

сти  

241. Составить уравнение прямой, перпендикулярной к плоскости Oxz 

и пересекающей две прямые {
𝑥 = 𝑡,

𝑦 = −4 + 𝑡,
𝑧 = 3 − 𝑡.

 и {
𝑥 = 1 − 2𝑡,
𝑦 = −3 + 𝑡,
𝑧 = 4 − 5𝑡.
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242.  Через начало координат провести плоскость, перпендикулярную к 

прямой  

243. Найти точку, симметричную данной (4, 3, 10) относительно пря-

мой {
𝑥 = 1 + 2𝑡,
𝑦 = 2 + 4𝑡,
𝑧 = 3 + 5𝑡.

. 

244. Найти прямую, проходящую через точку М(0, 1, 1), образующую 

прямой угол с прямой {
𝑦 + 1 = 0,

𝑥 + 2𝑧 − 7 = 0
 и пересекающую прямую 

{
𝑥 − 1 = 0,
𝑧 + 1 = 0.

 

245. Составить уравнение прямой, пересекающей ортогонально ось Oy 

и прямую {
𝑥 = 3 + 4𝑡,
𝑦 = 1 − 𝑡,

𝑧 = 2 + 5𝑡.
 

246. Составить уравнения перпендикуляра, опущенного из точки 

(3, 2, 1) на ось Ox. 

247. Составить уравнения перпендикуляра, опущенного из точки 

(−1, 0, 4) на прямую {
𝑥 = 1 + 𝑡,

𝑦 = 2𝑡,
𝑧 = 4 − 𝑡.

. 

248. Провести через точку пересечения плоскости  с 

прямой {
𝑦 − 1 = 0,
𝑧 + 1 = 0.

 прямую, лежащую в этой плоскости и перпен-

дикулярную к данной прямой. 

Расстояние от точки до прямой. Кратчайшее расстояние 
между двумя прямыми 

 

Утверждение. Расстояние от точки 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) до прямой c уравне-

нием  вычисляется по формуле 

. 
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Утверждение. Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми 

с уравнениями  и  вы-

числяется по формуле 

. 

Задачи 

 
249. Найти расстояние от точки (1, 3, 5) до прямой, по которой пересе-

каются плоскости  

250. Найти расстояние от точки (1, 2, 5) до каждой из следующих пря-

мых:  

1) {
𝑥 = 𝑡,

𝑦 = 1 − 2𝑡,
𝑧 = 3 + 𝑡.

 

2) {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0,
4𝑥 − 3𝑧 + 3 = 0.

 

251. Найти уравнение и длину высоты треугольника, образуемого пере-

сечением плоскости  с координатными плос-

костями при условии, что вершина треугольника лежит на оси Oz. 

252. Найти кратчайшее расстояние между двумя прямыми:  

1) {
𝑥 = 3 + 𝑡,
𝑦 = 1 − 𝑡,

𝑧 = 2 + 2𝑡.
  и {

𝑥 = −𝑡,
𝑦 = 2 + 3𝑡,

𝑧 = 3𝑡.
 

2) {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0,

𝑥 + 𝑦 = 0.
 и {

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 6 = 0,
2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 6 = 0.

 

3) {
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0,

2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 4 = 0.
 и {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 9 = 0,
2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0.

 

253. Найти расстояние между двумя параллельными прямыми 

 и  

254. Найти кратчайшее расстояние между диагональю куба и не пере-

секающей ее диагональю грани, если ребро куба равно 1. 

 

1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 







2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 







2

22

11
2

22

11
2

22

11

222

111

121212

ml

ml

nl

nl

nm

nm

nml

nml

zzyyxx

d







.0323,012  zyxzyx

01243  zyx

24

1

3

2 zyx






.

2

3

4

1

3

7 





 zyx



Лабораторная работа № 3. Прямая на плоскости 

 91 

Лабораторная работа № 3 
Прямая на плоскости 

 

Уравнение пучка прямых полезно применять при решении задач 

на прямые. Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Через точку пересечения прямых ,  

провести прямую, перпендикулярную к прямой . 

Решение. Уравнение искомой прямой запишем как уравнение прямой 

из пучка 𝛼(3𝑥 − 𝑦) + 𝛽(𝑥 + 4𝑦 − 2) = 0. Коэффициенты 𝛼 и 𝛽 найдем 

из условия перпендикулярности ее прямой . Выразим угло-

вые коэффициенты этих прямых: , , 

запишем условие их перпендикулярности: . 

Решаем полученное уравнение 6𝛼 + 2𝛽 = 7𝛼 − 28𝛽, 𝛼 = 30𝛽. 

Уравнение имеет бесконечно много решений. Берем одно из них (нену-

левое), например 𝛽 = 1, 𝛼 = 30. Найденные 𝛼 и 𝛽 подставляем в урав-

нение прямой  

30(3𝑥 − 𝑦) + 1(𝑥 + 4𝑦 − 2) = 0 или 91𝑥 − 26𝑦 − 2 = 0. 

Ответ: 91𝑥 − 26𝑦 − 2 = 0. 

Пример 2. Через точку пересечения прямых , 

 провести прямую, отстоящую от начала координат на 

расстоянии 4. 

Решение. Уравнение искомой прямой запишем как уравнение прямой 

из пучка, заданного прямыми  

 и ,  или 

. 

Выразим расстояние ее до начала координат: 

 . 

  

03  ух 024  ух
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
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
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Составим уравнение по условию задачи: 

. 

Решаем его: 

, 

, 

, 

, 

 

 

  

Получаем две прямые: 

1) при 𝛽 = 15, 𝛼 = −31: ; 

2) при 𝛽 = 1, 𝛼 = −5: . 

Ответ: , . 

Варианты лабораторной работы 

ВАРИАНТ 1 

1. Составить уравнение прямой, проходящей через начало координат 

и точку пересечения прямых , . 

2. В параллелограмме ABCD даны уравнения сторон                   (AB): 

 и (AD): . Написать уравнения его высот 

AM и AN. 
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,015510615

2


















,
15

155155353
2

2,1
















,
15

31

1













.5

15

75

2














02043  yx
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012  yх 03  yх



Лабораторная работа № 3. Прямая на плоскости 

 93 

3. В треугольнике ABC известны уравнения стороны                   (AB):

, высот (AH): ,                       (BH):

. Записать уравнения двух других его сторон. 

ВАРИАНТ 2 

1. Написать уравнение прямой, проходящей через точку пересечения 

прямых  и  параллельно прямой 

. 

2. Написать уравнение прямой, проходящей через точку пересечения 

прямых ,  и отстоящей от точки A(–

1, 0) на расстоянии 1. 

3. Даны уравнения сторон квадрата (AB):  и           (AD):

. Найти уравнение его диагонали AC. 

ВАРИАНТ 3 

1. Через точку пересечения прямых ,  

провести прямые, параллельные осям координат. 

2. Через точку пересечения прямых ,  про-

вести прямую, делящую отрезок между точками A(4, 2) и B(2, –6) 

пополам. 

3. В равнобедренном треугольнике известны уравнения боковых сто-

рон , . Написать уравнение его вы-

соты. 

ВАРИАНТ 4 

1. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, отсекающую на осях координат равные от-

резки. 

2. Найти прямую, проходящую через точку A(2, –1) и точку пере-

сечения прямых , . 

3. В пучке прямых ,  выделить пря-

мую, параллельную оси Ox. 

ВАРИАНТ 5 

1. Составить уравнения прямых, проходящих через точку пересече-

ния прямых ,  и наклоненных ко второй 

из данных прямых под углом 45. 

012  yх 0432  yх

0173  yх

0253  yх 0425  yх

042  yх

013  yх 032  yх

012  yх

042  yх

0362  yх 025  yх

032  yх 01 yх

054  yх 0132  yх

06  yх 0132  yх

012  yх 0732  yх

013  yх 0752  yх

04  yх 0932  yх
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2. Через точку пересечения прямых ,  про-

вести прямую параллельно прямой . 

3. В параллелограмме ABCD даны уравнения сторон                    (AB):

, (AD):  и диагонали                (BD):

. Найти уравнения двух других его сторон. 

ВАРИАНТ 6 

1. Через точку пересечения прямых ,  про-

вести прямую, образующую с прямой  углы, тангенсы 

которых равны ±2. 

2. Через точку пересечения прямых ,  

провести прямую, отсекающую на осях координат равные отрезки 

(одного знака). 

3. Даны уравнения двух сторон ромба , 

 и его диагонали . Найти уравнения двух 

других его сторон. 

ВАРИАНТ 7 

1. Через точку пересечения прямых ,  

провести прямую, делящую отрезок между точками A(–3, 2), 

B(1, 4) пополам. 

2. Через точку пересечения прямых ,  

провести прямую, составляющую с осью абсцисс угол 45. 

3. Даны уравнения сторон прямоугольника , 

 и его диагонали . Составить уравне-

ния двух других сторон прямоугольника. 

ВАРИАНТ 8 

1. Зная уравнения одной из сторон угла  и его биссек-

трисы , найти уравнение второй стороны угла. 

2. Через точку пересечения прямых ,  про-

вести прямую, отсекающую на осях координат равные отрезки 

(разных знаков). 

3. Даны уравнения двух сторон ромба ,  и 

диагонали . Найти уравнения двух других его сто-

рон. 
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ВАРИАНТ 9 

1. Написать уравнения прямых, проходящих через вершины тре-

угольника параллельно противолежащим сторонам, если уравне-

ния сторон треугольника , , . 

2. Через точку пересечения прямых ,  про-

вести прямую, отстоящую от точки (3, –1) на расстоянии 2. 

3. Даны уравнения сторон ромба , . 

Найти уравнение биссектрисы его угла. 

ВАРИАНТ 10 

1. Составить уравнения высот треугольника, зная уравнения его сто-

рон , , . 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку пересече-

ния прямых ,  и делящей отрезок AB 

пополам, где A(2, 4), B(–4, 2). 

3. Даны уравнения сторон ромба ,  и его 

диагонали . Найти уравнения двух других его сторон. 

ВАРИАНТ 11 

1. Найти уравнение биссектрисы угла, если уравнения его сторон 

, . 

2. Написать уравнение прямой, проходящей через начало координат 

и через точку пересечения прямых , . 

3. Даны уравнения сторон прямоугольника , 

 и его диагонали . Найти уравнения 

остальных его сторон. 

ВАРИАНТ 12 

1. Написать уравнение прямой, проходящей через точку пересечения 

прямых ,  и делящей отрезок между точ-

ками A(4, –3) и B(–1, 2) в отношении . 

2. Даны сторона угла , его биссектриса . 

Найти уравнение другой стороны угла. 

3. Даны уравнения сторон ромба ,  и его 

диагонали . Найти уравнения остальных сторон 

ромба. 
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ВАРИАНТ 13 

1. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, перпендикулярную прямой . 

2. Через точку пересечения прямых  и  

провести прямую, отсекающую на осях координат равные отрезки 

(одного знака). 

3. Даны уравнения сторон параллелограмма , 

 и его диагонали . Найти уравнения двух 

других его сторон.  

 

Лабораторная работа № 4 
Прямая и плоскость в пространстве 

Пример 1. Дан тетраэдр АВСD и середина Е ребра АВ. Приняв точку А 

за начало координат и полагая , , , написать 

уравнения всех граней тетраэдра и плоскости ЕСD (рис. 9). 

 

Рис. 9 

Решение. Сначала определим координаты всех вершин тетраэдра и 

точки Е. Из условий задачи следует, что А(0, 0, 0), В(1, 0, 0), С(0, 1, 0), 

D(0, 0, 1) и Е(0,5; 0, 0).  

Грань АВС есть координатная плоскость хОу, поэтому ее урав-

нение имеет вид . Аналогично, уравнения плоскостей АВD и АСD 

соответственно  и . 

Уравнение грани ВСD может быть записано по формуле (5) 

(см. с. 72): 

012  yх 043  yх

0845  yх

022  yх 0432  yх

022  yх

01 yх 042  yх

ABe 1 ACe 2 ADe 3

0z

0y 0x
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. 

Уравнение плоскости СDЕ запишем по формуле (7) (см. с. 73): 

 
𝑥

0,5
+

𝑦

1
+

𝑧

1
= 1 или    2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0. 

Пример 2. Написать уравнение плоскости, проходящей через линию 

пересечения плоскостей  и Оxz, перпендикулярной 

плоскости . (Система координат прямоугольная). 

Решение. Напишем уравнение пучка, определяемого плоскостями 

 и , 𝛼(𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1) + 𝛽𝑦 = 0, и подберем 𝛼 и 𝛽 

так, чтобы искомая плоскость была перпендикулярна плоскости 

. Так как уравнение плоскости из пучка можно записать 

в виде 𝛼𝑥 + (𝛼 + 𝛽)𝑦 − 𝛼𝑧 + 𝛼 = 0, то из условия перпендикулярности 

1𝛼 − 3(𝛼 + 𝛽) − 1𝛼 = 0 или 𝛼 + 𝛽 = 0, т.е. 𝛼 = −𝛽. Тогда 𝛼(𝑥 + 𝑦 −
𝑧 + 1) − 𝛼𝑦 = 0, следовательно, искомая плоскость имеет уравнение 

𝑥 − 𝑧 + 1 = 0. 

Пример 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

(2, 1, 0) и пересекающей прямые  и . 

Решение. Искомую прямую можно рассматривать как прямую, по ко-

торой пересекаются две плоскости, проходящие через данную точку и 

данные прямые.  

Уравнение плоскости, проходящей через первую прямую 

 и точку (2, 1, 0) имеет вид (см. формулу (4) на с. 72): 

|
𝑥 + 1 𝑦 − 1 𝑧

2 1 3
2 + 1 1 − 1 0

| = |
𝑥 + 1 𝑦 − 1 𝑧

2 1 3
3 0 0

| = 0 или . 

Уравнение плоскости, проходящей через вторую прямую 

 и точку (2, 1, 0) имеет вид (см. формулу (4) на с.72): 
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01 zyx

03  zyx

01 zyx 0y

03  zyx

31

1

2

1 zyx







12

2

3

2 zyx







31

1

2

1 zyx







033  zy

12

2

3

2 zyx



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|
𝑥 − 2 𝑦 + 2 𝑧

3 2 1
2 − 2 1 + 2 0

| = |
𝑥 − 2 𝑦 + 2 𝑧

3 2 1
0 3 0

| = 0 или 𝑥 − 3𝑧 − 2 = 0. 

Искомую прямую можно найти как пересечение найденных плоско-

стей: {
3𝑦 − 𝑧 − 3 = 0,
𝑥 − 3𝑧 − 2 = 0.

 (рис. 10). 

 

Рис. 10 

 

Варианты лабораторной работы 

ВАРИАНТ 1 

1. На оси Оz найти точку, равноудаленную от точки М(1, 1, 4) и от 

плоскости 01222  zyx . 

2. Доказать, что прямые {
𝑥 = 2 + 4𝑡,

𝑦 = −6𝑡,
𝑧 = −1 − 8𝑡.

 и {
𝑥 = 7 − 6𝑡,
𝑦 = 2 + 9𝑡,

𝑧 = 12𝑡.
 лежат в одной 

плоскости, и написать уравнение этой плоскости. 

3. Найти расстояние от точки Р(7, 9, 7) до прямой 








.02

,022

zyx

zx
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ВАРИАНТ 2 

1. На оси Оу найти точку, равноудаленную от плоскостей 

0122  zyx  и 053 x . 

2. Доказать, что прямые 








,0292

,013

zyx

zyx
 








.0222

,0222

zyx

zyx
 пе-

ресекаются. Написать уравнение плоскости, проходящей через эти 

прямые. 

3. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми 

1

1

1

1

4

2









 zyx
и .

3

2

2

2

2

4











 zyx
 

ВАРИАНТ 3 

1. Через линию пересечения плоскостей 01 zyx  и 

013252  zyx  провести плоскость, касающуюся сферы 

9222  zyx . 

2. Доказать, что прямые {
𝑥 = 1 + 2𝑡,

𝑦 = −𝑡,
𝑧 = 1 + 𝑡.

 и 








023

023

zyx

zyx
 парал-

лельны, и составить уравнение плоскости, проходящей через эти 

прямые. 

3. Доказать, что прямые 
22

1

3

2 zyx








 и 

0

1

2

2

3

1 





 zyx
 

скрещиваются, и найти кратчайшее расстояние между ними. 

ВАРИАНТ 4 

1. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

А(−1, 0, 1) и В(1, 1, 2) и отстоящей от начала координат на рассто-

янии 
3

2
. 

2. Доказать, что прямые 
12

1

3

2 zyx








 и 









085

0

zyx

zyx
 пересе-

каются. Составить уравнение плоскости, проходящей через эти 

прямые. 
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3. Доказать, что прямые {
𝑥 = 2 + 3𝑡,

𝑦 = −1 − 2𝑡,
𝑧 = 2𝑡.

 и 








01

0432

z

yx
 скрещива-

ются, и найти кратчайшее расстояние между ними. 

ВАРИАНТ 5 

1. На оси Оz найти точку, равноудаленную от точки М(2, 3, 4) и от 

плоскости 01732  zyx . 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

2

1

4

3

1

5 





 zyx
 и параллельной прямой 









0532

032

zyx

zyx
. 

3. Найти кратчайшее расстояние между прямыми {
𝑥 = 3 + 𝑡,
𝑦 = 1 − 𝑡,

𝑧 = 2 + 2𝑡.
 и 

33

2

1

zyx






. 

ВАРИАНТ 6 

1. На прямой 








01434

082

zyx

zyx
 найти точки, отстоящие от плоско-

сти 010632  zyx  на расстоянии 7. 

2. Составить уравнение проекции прямой {
𝑥 = 3 + 5𝑡,
𝑦 = −1 + 𝑡,
𝑧 = 4 + 𝑡.

 на плоскость 

05322  zyx . 

3. Найти кратчайшее расстояние между двумя прямыми 









0

01

yx

zyx
 и 

1

2

1







zy
x . 

ВАРИАНТ 7 

1. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку А(5, 2, 0) 

и удаленной от точки В(6, 1, –1) на расстояние 1 и от точки 

С(0, 5, 4) на расстояние 3. 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М(1, 1, –

3) и параллельной прямым 








0142

04322

zyx

zyx
, 








013

03

zyx

zyx
. 
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3. Найти расстояние между прямыми 
2

2

1

1

1

3 







 zyx
, 









03

023

zx

yx
. 

ВАРИАНТ 8 

1. Найти проекцию прямой 0 zyx , 0105  zyx  на плос-

кость 0232  zyx  и определить угол, составленный этой 

проекцией с плоскостью Oxy. 

2. На оси Оz найти точку, равноудаленную от плоскостей 

01920912  zyx  и 09151216  zyx . 

3. Найти расстояние между прямыми zyx   и 








02

01

y

x
. 

ВАРИАНТ 9 

1. Найти расстояние от точки Р(–1, 1, –2) до плоскости, проходящей 

через точки М1(1, –1, 1), М2(–2, 1, 3) и М3(4, –5, –2). 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (0, 0, 1) и 

пересекающей каждую из прямых 









0322

012

zyx

zyx
, 

1

11

23 




 zyx
. 

3. Найти расстояние от точки А(3, –5, 2) до прямой  {
𝑥 = 𝑡,

𝑦 = 1 − 2𝑡,
𝑧 = 3 + 𝑡.

 

ВАРИАНТ 10 

1. Написать уравнение плоскости, отсекающей на осях координат от-

резки, пропорциональные числам 1, 2, 3, и отстоящей от точки 

(3, 5, 7) на расстоянии 4. 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-

нат параллельно прямой 
1

2

32

1






 zyx
 и перпендикулярно 

плоскости 012  zyx . 



Лабораторная работа № 4. Прямая и плоскость в пространстве 

 102 

3. Найти расстояние от точки Р(7, 9, 7) до прямой 









022

0222

zx

zyx
. 

ВАРИАНТ 11 

1. Cоставить уравнение плоскости, параллельной плоскости 

0522  zyx  и отстоящей от точки (1, 2, 0) на расстоянии 3. 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку     М(1, –

2, 1) перпендикулярно к прямой 








02

032

zyx

zyx
. 

3. Найти расстояние между прямыми 
24

1

3

2 zyx






 и 

2

3

4

1

3

2 





 zyx
. 

ВАРИАНТ 12 

1. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки  

М1(–1, 0, 1) и М2(1, 1, 2), отстоящей от начала координат на рассто-

янии 
3

2
. 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (0, 0, 1) и 

пересекающей каждую из прямых 








0322

012

zyx

zyx
, 

1

1

23

1






 zyx
. 

3. Найти расстояние от точки (7, 9, 7) до прямой {
𝑥 = 2 + 4𝑡,
𝑦 = 1 + 3𝑡,

𝑧 = 2𝑡.
. 
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ВАРИАНТ 13 

1. Составить уравнение плоскости, зная что расстояние до нее от трех 

точек: А(6, 1, –1), В(0, 5, 4), С(5, 2, 0) соответственно d1 = 1, d2 = 3, 

d3 = 0. 

2. Найти точку, симметричную с точкой Р(4, 3, 10) относительно пря-

мой 
2

3

4

2

3

1 





 zyx
. 

3. Найти кратчайшее расстояние между прямыми {
𝑥 = 9 + 4𝑡,

𝑦 = −2 − 3𝑡,
𝑧 = 𝑡.

 и 









0422

01429

zx

yx
. 

 

Раздел 3. ОБРАЗЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

Тема 9. Элементарная теория кривых второго порядка 

Окружность 

 
Определение. Окружностью называется геометрическое место то-

чек плоскости, равноудаленных от данной точки, называемой центром.  

Пусть С(a, b) − центр окружности. Расстояние любой точки 

окружности до центра обозначим r − радиус окружности.  

Пусть М(x, y) − любая (текущая) точка окружности. 

Определение. Уравнение вида     222
rbyax   называется 

нормальным уравнением окружности. Если центр окружности лежит в 

начале системы координат, т.е. a = b, то уравнение вида 222 ryx   

называют каноническим уравнением окружности. 

 

Задачи 

1. Составить уравнение окружности, имеющей центр в точке: 

1) (2, –5) и радиус, равный 4;  

2) (–3, 4) и проходящей через начало координат;  

3) (0, 4) и проходящей через точку (5, –8). 

2. Найти уравнение окружности, если известны координаты концов 

одного из ее диаметров АВ: А(1, 4) и В(–3, 2). 
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3. На оси абсцисс найти центр окружности, проходящей через точки 

А(2, 3) и В(5, 2), и написать уравнение этой окружности. 

4. Найти уравнение окружности, проходящей через точки (3, 0) и   (–

1, 2), зная, что ее центр лежит на прямой 02  ух . 

5. Написать уравнение окружности, проходящей через три данные 

точки: А(0, 2), В(1, 1) и С(2, –2). 

6. Найти уравнение окружности, описанной около треугольника, вер-

шины которого имеют координаты: 

1) (7, 7), (0, 8) и (–2, 4); 

2) (0, 4), (1, 2) и (3, –2). 

7. Определить координаты центра и радиус каждой из следующих 

окружностей: 

1) 0622  хух ; 

2) 08622  ухух ; 

3) 056241022  ухух ; 

4) 014633 22  ухух . 

8. Привести к нормальному виду уравнения окружностей: 

1) 0422  хух ; 

2) 07622  уух ; 

3) 0110222  ухух ; 

4) 0156433 22  ухух . 

9. Как преобразуется уравнение окружности 0912422  ухух , 

если перенести начало координат в ее центр? 

10. Какие особенности можно отметить в расположении окружности 

относительно осей координат, если некоторые из коэффициентов 

ее общего уравнения   022  FEуDхухА  обращаются в нуль? 

11. Окружность касается обеих осей координат и проходит через 

точку А(2, 9). Найти ее уравнение. 

12. Написать уравнение окружности, которая касается оси Ох в точке 

(5, 0) и отсекает на оси Оy хорду длиной в 10 ед. 

13. Найти центр окружности, радиус которой r=50, зная, что окруж-

ность отсекает на оси Ox хорду длиной в 28 ед. и проходит через 

точку А(0, 8). 

14. Написать уравнение окружности, имеющей центр в точке (6, 7) и 

касающейся прямой 024125  ух . 

15. Дана окружность   41 22
 ух . Через точку 











2

1
2, А  требуется 

провести такую хорду, которая делилась бы в этой точке пополам. 
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16. Дана окружность     2521
22
 ух . Составить уравнение ее ка-

сательной в точке (5, 5). 

17. Написать уравнения касательных, проведенных из начала коорди-

нат к окружности 02541022  ухух . 

18. Написать уравнение окружности, проходящей через точку (1, 1) и 

касающейся прямых 037  ух  и 037  ух . 

19. Найти уравнение общей хорды двух окружностей: 1022  ух  и 

030101022  ухух . 

20. Под каким углом пересекаются окружности 1622  ух  и 

  95 22
 ух ? (Указание: углом, под которым пересекаются 

окружности, называется угол между касательными к этим окруж-

ностям в одной из точек их пересечения.) 

 

Эллипс 

 
Определение. Эллипс – геометрическое место точек плоскости, 

сумма расстояний от каждой из которых до двух фиксированных точек  

F1 и F2, называемых фокусами, есть величина постоянная, бол́ьшая чем 

расстояние между фокусами (рис. 11).  

Постоянную сумму расстояний произвольной точки эллипса до фокусов 

принято обозначать через 2а. Фокусы эллипса обозначаются F1 и F2; 

расстояние между ними – через 2с. 
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Рис. 11 

Пусть М(х, у) – произвольная точка эллипса. Тогда по условию 

|F1M|+|F2M|=2a. Если в прямоугольной декартовой системе координат 

фокусы эллипса расположены в точках F1(–c, 0), F2(c, 0), то уравнение 

эллипса имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
, (1) 

где 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2(очевидно, что 𝑎 > 𝑏, т.е. эллипс “вытянут” вдоль оси 

Ох). Уравнение вида (1) называется каноническим уравнением эллипса. 

При указанном выборе системы координат оси координат явля-

ются осями симметрии эллипса, а начало координат – его центром сим-

метрии. Точки, в которых эллипс пересекает свои оси, называются его 

вершинами. 

Определение. Число  , равное отношению фокусного расстояния к 

длине большей оси эллипса, 
a

с
  (2), называется эксцентриситетом 

эллипса (в формуле а ― бо́льшая полуось).  

На бо́льшей оси расположены фокусы эллипса. Очевидно, что 0<

  <1 (для окружности   = 0).  

Определение. Две прямые, перпендикулярные бо́льшей оси эллипса, 

проходящие от его центра на расстоянии 


a
, называются директрисами 

эллипса. Уравнения директрис имеют вид  
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

a
x  , 

где   определятся формулой (2), и в формуле (1) а > b.  

Замечание. Если b > a, то фокусы эллипса (1) расположены в точках 

F1(0, –c), F2(0, c), а его директрисы определяются уравнениями 


b
y 

, где 
b

с
 , 𝑐2 = 𝑏2 − 𝑎2, т.е. эллипс “вытянут” вдоль оси Oy. 

Теорема. Пусть r − расстояние произвольной точки М(х, у) до ближай-

шего фокуса, d − расстояние от этой же точки до односторонней с фо-

кусом директрисы. Тогда 
d

r
 есть постоянная величина, равная эксцен-

триситету эллипса: 


d

r
. 

Уравнение касательной в точке М(x0, y0), лежащей на эллипсе (1), 

имеет вид 

1
2

0

2

0 





b

yy

a

xx
. 

Теорема. Касательная к эллипсу составляет равные углы с фокаль-

ными радиусами, проведенными в точку касания. 

Если центр эллипса смещен в точку С(x0, y0), но его оси парал-

лельны осям координат, то уравнение эллипса имеет вид 

   
1

2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
. 

При этом координаты фокусов  

F1(–c+x0, y0), F2(c+x0,  y0), 

координаты вершин эллипса  

A1(–a+x0,  y0), A2(a+x0, y0), B1(x0, –b+y0), B2(x0, b+y0), 

уравнения директрис:


a
xx  0

. 

Задачи 

 
21. Составить простейшее уравнение эллипса, зная, что: 

1) полуоси его соответственно равны 4 и 2; 
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2) расстояние между фокусами равно 6 и большая полуось 

равна  5; 

3) большая полуось равна 10 и эксцентриситет 8,0 ; 

4) малая полуось равна 3 и эксцентриситет 
2

2
 ; 

5) сумма полуосей равна 8 и расстояние между фокусами тоже 

равно 8. 

22. Дано уравнение эллипса 422516925 22  ух . Вычислить длину 

осей, координаты фокусов и эксцентриситет эллипса. 

23. Расстояния одного из фокусов эллипса до концов его большой оси 

соответственно равны 7 и 1. Составить уравнение этого эллипса. 

24. Вершина треугольника, имеющего неподвижное основание, пере-

мещается так, что периметр треугольника сохраняет постоянную 

величину. Найти траекторию вершины при условии, что основание 

равно 24 см, а периметр − 50 см. 

25. Дан эллипс 1
2036

22


yx . Написать уравнения его директрис. 

26. Оси эллипса совпадают с осями координат. Эллипс проходит через 

точки Р(2, 2) и Q(3, 1). Составить уравнение эллипса. 

27. Прямые 8х  служат директрисами эллипса, малая ось которого 

равна 8. Найти уравнение этого эллипса. 

28. Определить эксцентриситет эллипса, зная, что: 

1) малая ось его видна из фокуса под прямым углом; 

2) расстояние между фокусами равно расстоянию между верши-

нами малой и большой осей; 

3) расстояние между директрисами в 4 раза больше расстояния 

между фокусами. 

29. Меридиан земного шара имеет форму эллипса, отношение осей ко-

торого 
300

299 . Определить эксцентриситет земного меридиана. 

30. На эллипсе 1
2430

22


yx  найти точку, отстоящую на расстоянии 

5 ед. от его малой оси.

 

 

31. На эллипсе 1
36100

22


yx  найти точку, расстояние до которой от 

правого фокуса в 4 раза больше расстояния от левого. 
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32. На эллипсе, один из фокусов которого имеет координаты (3, 0), 

взята точка М(4; 2,4). Найти расстояние от этой точки до соответ-

ствующей директрисы, зная, что центр эллипса совпадает с нача-

лом координат.

 

 

33. В эллипс 1
2449

22


yx  вписан прямоугольник, две противополож-

ные стороны которого проходят через фокусы. Вычислить пло-

щадь этого прямоугольника. 

34. Составить уравнение такой хорды эллипса 1
1625

22


yx , которая 

точкой М(2, 1) делится пополам. 

35. Написать уравнение касательной к эллипсу 1
1832

22


yx  в точке 

М(4, 3). 

36. Составить уравнения касательных к эллипсу 1
915

22


yx , прохо-

дящих через точку А(–6, 3). 

37. Найти касательные к эллипсу 1
2430

22


yx , которые параллельны 

прямой 0172  ух . 

38. Провести к эллипсу 1
25169

22


yx  касательные, перпендикуляр-

ные к прямой 01151213  ух . 

39. Найти уравнения тех касательных эллипса 4583 22  ух , рассто-

яния которых от центра эллипса равно 3. 

40. Найти уравнение касательной эллипса 1
925

22


yx , отношение 

расстояний которой от двух фокусов равно 9. 

41. Привести кривые к каноническому виду: 

1) 056222  ухух ; 

2) 081644 22  ухух ; 

3) 0482 22  хух . 
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Гипербола 

 
Определение. Гиперболой называют геометрическое место точек 

плоскости, для которых модуль разности расстояний до двух фиксиро-

ванных точек F1 и F2 плоскости, называемых фокусами, есть величина 

постоянная, меньшая расстояния между фокусами (рис. 12). 
Фокусы гиперболы обозначаются через F1 и F2; расстояние 

между ними − через 2с. По определению гиперболы 2а < 2с.  

Пусть М(х, у) ― произвольная точка гиперболы. Тогда по усло-

вию 

  aMFMF 221  .        (1) 

 

 

Рис. 12 

В прямоугольной декартовой системе координат положим 

F1(−c, 0), F2(c, 0). Тогда уравнение гиперболы может быть преобразо-

вано к каноническому виду 

                                     1
2

2

2

2


b

y

a

x ,       (2) 

где b2 = c2 − a2 . 

Определение. Гипербола, в которой a = b, называется равносторон-

ней.  

Определение. Из уравнения (2) следует, что оси координат являются 

осями симметрии гиперболы, а начало координат − ее центром симмет-

рии.  
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Определение. Ось Ох, на которой расположены фокусы гиперболы, 

называется действительной, а ось Oy называется мнимой осью. 

Определение. Прямоугольник со сторонами 2а и 2b, расположенный 

симметрично относительно осей гиперболы и касающийся ее в верши-

нах, называется основным прямоугольником гиперболы. 

Определение. Прямые x
a

b
y   (3) называются асимптотами ги-

перболы. 
Асимптоты равносторонней гиперболы перпендикулярны друг 

другу. 

Определение. Уравнение 1
2

2

2

2


b

y

a

x  (4) определяет гиперболу с 

фокусами на оси ординат F1(0, c), F2(0, −c). В этом случае модуль раз-

ности расстояний от произвольной точки гиперболы до фокусов равен 

2b (рис. 13).  

 

 

Рис. 13 

Определение. Две гиперболы, определяемые уравнениями 

1
2

2

2

2


b

y

a

x  и 1
2

2

2

2


b

y

a

x  в одной и той же системе координат, назы-

ваются сопряженными (рис. 14). 
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Рис. 14 

Определение. Число  , равное отношению фокусного расстояния к 

расстоянию между вершинами, 
a

с
  (5), называется эксцентрисите-

том  гиперболы (в формуле а − действительная полуось). Очевидно, что 
  > 1. 

Определение. Две прямые, параллельные мнимой оси гиперболы, 

проходящие от ее центра на расстоянии 


a
, называются директрисами 

гиперболы (2). Их уравнения имеют вид 



a
x  ,                                                      (6) 

где   определятся формулой (5). 

Определение. Прямые 


b
y   (7) называют директрисами сопря-

женной гиперболы, где 
b

с
 . 
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Теорема. Если r − расстояние от произвольной точки гиперболы 

М(х, у) до ближайшего фокуса, d − расстояние от этой же точки до од-

носторонней с этим фокусом директрисы, то отношение 
d

r
 есть посто-

янная величина, равная эксцентриситету гиперболы: 


d

r
.                                                  (7) 

Уравнение касательной в точке М(x0, y0), лежащей на гиперболе (2): 

1
2

0

2

0 





b

yy

a

xx
.                                 (8) 

Теорема. Касательная к гиперболе делит угол между фокальными ра-

диусами, идущими в точку касания, пополам. 

Если центр гиперболы смещен в точку С(x0, y0), но ее оси парал-

лельны осям координат, то уравнение гиперболы имеет вид 

        
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx .                                  (9) 

При этом координаты фокусов  

F1(–c+x0, y0), F2(c+x0, y0), 

координаты вершин 

A1(–а+x0, y0), A2(a+x0, y0), 

уравнения директрис 



a
xx  0

, 

уравнения асимптот 

 00 xx
a

b
yy  . 

Задачи 

 
42. Составить уравнение гиперболы, оси которой совпадают с осями 

координат, зная, что:  

1) расстояние между вершинами равно 8, а расстояние между фо-

кусами 10; 

2) вещественная полуось равна 5 и вершины делят расстояния 

между центром и фокусами пополам; 

3) вещественная ось равна 6 и гипербола проходит через точку 

(9, –4);
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4) гипербола проходит через точки P(5, 2) и 𝑄(2√5, √2). 

 

43. Составить каноническое уравнение гиперболы, если: 

1) действительная ось равна 48 и эксцентриситет 
12

13
 ; 

2) действительная ось равна 16 и угол между асимптотой и осью 

абсцисс определяется условием 
4

3
tg  . 

44. Составить уравнение гиперболы, зная фокусы F1(10, 0), F2(−10, 0) 

и одну из точек гиперболы  53, 12М . 

45. Вычислить эксцентриситет равносторонней гиперболы. 

46. Даны уравнения асимптот гиперболы ху
12

5
  и координаты 

точки М(24, 5), лежащей на гиперболе. Составить уравнение ги-

перболы. 

47. Составить каноническое уравнение гиперболы, если: 

1) расстояние между директрисами равно 
5

32  и эксцентриситет 

4

5
 ; 

2) угол между асимптотами равен 600 и 32с . 

48. Составить уравнение гиперболы, имеющей общие фокусы с эллип-

сом 1
2449

22


yx , при условии, что эксцентриситет ее 

4

5
 . 

49. Составить уравнение гиперболы, проходящей через фокусы эл-

липса 1
144169

22


yx  и имеющей фокусы в вершинах этого эл-

липса. 

50. Дана гипербола 1
169

22


ух . Требуется: 

1) вычислить координаты фокусов; 

2) вычислить эксцентриситет; 

3) написать уравнения асимптот и директрис; 

4) написать уравнение сопряженной гиперболы и вычислить ее 

эксцентриситет. 

51. Доказать, что отрезки, отсекаемые директрисами на асимптотах 

(считая от центра гиперболы), равны действительной полуоси.  
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52. Доказать, что директриса гиперболы проходит через основание 

перпендикуляра, опущенного из соответствующего фокуса на 

асимптоту гиперболы. Вычислить длину этого перпендикуляра.  

53. Вычислить полуоси гиперболы, зная, что: 

1) расстояние между фокусами равно 8 и расстояние между дирек-

трисами равно 6; 

2) директрисы даны уравнениями 23х  и угол между асимп-

тотами прямой; 

3) асимптоты заданы уравнениями ху 2  и фокусы находятся 

на расстоянии 5 от центра; 

4) асимптоты заданы уравнениями ху
3

5
  и гипербола прохо-

дит через точку N(6, 9). 

54. Написать канонические уравнения двух сопряженных гипербол, 

зная, что расстояние между директрисами первой из них равно 7,2 

и расстояние между директрисами второй равно 12,8. 

55. Определить угол между асимптотами гиперболы, у которой: 

1) эксцентриситет 2 ; 

2) расстояние между фокусами вдвое больше расстояния между 

директрисами. 

56. Вычислить эксцентриситет гиперболы при условии, что угол 

между асимптотами равен: 1) 600;       2) 900. 

57. На гиперболе 1
2425

22


ух  взята точка, абсцисса которой равна 10 

и ордината положительная. Вычислить фокальные радиусы-век-

торы этой точки и угол между ними. 

58. На гиперболе 1
916

22


ух  найти точку, для которой: 

1) фокальные радиусы-векторы перпендикулярны друг к другу; 

2) расстояние от левого фокуса вдвое больше, чем от правого. 

59. Доказать, что произведение расстояний от любой точки гиперболы 

до двух асимптот есть величина постоянная. 

60. Через точку (2, –5) провести прямые, параллельные асимптотам ги-

перболы 44 22  ух . 

61. Привести к простейшему виду уравнения гипербол: 

1) 031610018259 22  ухух ; 

2) 031121065 22  ухух ; 

3) 0564 22  хух . 
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Парабола 

 
Определение. Парабола – геометрическое место точек, для каждой из 

которых расстояние r до некоторой фиксированной точки, называемой 

фокусом F, равно расстоянию d до некоторой прямой, называемой ди-

ректрисой (рис. 15). 

Фокус параболы обозначается буквой F, а расстояние от фокуса 

до директрисы − p. Число p называется параметром параболы (𝑝 > 0). 

 

Рис. 15 

Если М − произвольная точка параболы, то по определению 

имеет место равенство  

),(),( AMdFMd  .                                     (1) 

Для вывода канонического уравнения параболы выберем декар-

товую систему координат. Пусть ось абсцисс направлена перпендику-

лярно директрисе d, задаваемой уравнением 
2

p
x   в сторону фокуса 









0;

2

p
F .  
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Пусть точка М параболы имеет координаты х и у, т.е. М(х, y). То-

гда 2

2

2
),( y

p
xFMd 








 , 

2
),(

p
xAMd  . Из условия (1) следует 

уравнение параболы 

2

2

22
y

p
x

p
x 








 . 

Для приведения его к каноническому виду нужно возвести обе 

части равенства в квадрат. После упрощения получаем 

pxy 22  .                                          (2) 

Определение. Уравнение (2) называется каноническим уравнением 

параболы. 

Определение. Величина р называется параметром параболы. Она ха-

рактеризует величину так называемого фокального радиуса, т.е. орди-

наты точки параболы. Та из парабол имеет наибольший фокальный ра-

диус, которая имеет большую величину параметра р. 

Определение. Осью параболы называется ее ось симметрии. 

Определение. Вершиной параболы называется точка пересечения па-

раболы с ее осью симметрии. 

Парабола, симметричная относительно оси Ох, проходящая через 

начало координат с фокусом в точке 








 0;

2

p
F , имеет уравнение 

pxy 22  , изображена на рис. 16:  

 

Рис. 16 
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Парабола, симметричная относительно оси Oy, проходящая через 

начало координат с фокусом в точке 𝐹 (0,
𝑝

2
), имеет уравнение pyx 22 

, изображена на рис. 17:  

 

Рис. 17 

Парабола, симметричная относительно оси Оy, проходящая через 

начало координат с фокусом в точке 𝐹 (0, −
𝑝

2
), имеет уравнение 

pyx 22  , изображена на рис. 18: 

 

Рис. 18 
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Пусть парабола задана уравнением pxy 22   и точка M(x0, y0) ле-

жит на ней. Угловой коэффициент k касательной к данной параболе 

определяется по формуле 

0y

p
k  . 

 Уравнение касательной к параболе в точке М будет 

   0

0

0 xx
y

p
yy   или  0

2

00 xxpyyy  .           (3) 

Поскольку точка M лежит на параболе, то  

0

2

0 2 pxy  . 

Поэтому, подставив данное выражение в (3) вместо 
2

0y , получим 

уравнение касательной к параболе pxy 22   в точке M(x0, y0): 

                                           00 xxpyy  .                                     (4) 

Теорема. Касательная к параболе образует с осью параболы и фокаль-

ным радиусом точки касания равные углы. 

Если начало координат смещено в точку С(x0, y0), а ось параболы 

параллельна оси Oy, то уравнение параболы имеет вид: 

   0

2

0 2 yypxx  . 

При этом 









2
; 00

p
yхF , а уравнение директрисы . 

Задачи 

 
62. Определить координаты фокуса параболы: 

1) xy 42  ; 2) yx 42  ;  3) xy 82  . 

63. Составить каноническое уравнение параболы, зная, что: 

1) расстояние фокуса от вершины равно 3; 

2) фокус имеет координаты (5, 0), а ось ординат служит директри-

сой; 

3) парабола симметрична относительно оси Оx, проходит через 

начало координат и через точку М(1, –4); 

4) парабола симметрична относительно оси Оy, фокус помещается 

в точке (0, 2) и вершина совпадает с началом координат; 

5) парабола симметрична относительно оси Оy, проходит через 

начало координат и через точку М(6, –2); 

6) расстояние фокуса от директрисы равно 2. 

64. Составить уравнение директрисы параболы xy 62  . 

0
2

y
p

y 
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65. Составить уравнение параболы, если даны координаты фокуса 

F(3, 0) и уравнение директрисы 1х . 

66. Определить фокус параболы 542  ххy . 

67. На параболе xy 82   найти точку, фокальный радиус-вектор кото-

рой равен 20. 

68. На параболе xy 5,42   взята точка М(х, у), находящаяся от дирек-

трисы на расстоянии d = 9,125. Вычислить расстояние до этой 

точки от вершины параболы. 

69. Найти такую хорду параболы xy 42  , которая точкой (3, 1) де-

лится пополам. 

70. Составить уравнение касательной к параболе xy 42   в точке 

М(9, 6). 

71. Через точку Р(5, –7) провести касательную к параболе xy 82  . 

72. Дано уравнение касательной 093  yx  к параболе рxy 22  . 

Составить уравнение параболы. 

73. Дана парабола xy 122  . Провести к ней касательную: 

1) в точке с абсциссой 3х ; 

2) параллельно прямой 053  yx ; 

3) перпендикулярно прямой 072  yx ; 

4) образующую с прямой 0924  yx  угол 450. 

74. Найти кратчайшее расстояние параболы xy 642   от прямой 

04634  yx . 

75. Определить координаты вершины параболы, величину параметра 

и направление оси, если парабола дана одним из следующих урав-

нений: 

1) 0192102  уху ; 

2) 0491462  уху ; 

3) 01682  ху ; 

4) 029462  ухх ; 

5) СВхАху  2 ; 

6) 1582  хху ; 

7) хху 62  .

76. Вычислить параметр параболы рxy 22  , если известно, что она 

касается прямой 052  yx . 

77. Составить уравнение общей хорды для xy 182   и 

  1006 22
 ух . 
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78. Найти общие касательные для 1
2045

22


ух  и xy

3

202  . 

79. Найти координаты такой точки параболы xy 62  , которая нахо-

дится от директрисы на расстоянии 3,5. 

80. В параболу рxy 22   вписан равносторонний треугольник, одна из 

вершин которого совпадает с вершиной параболы. Найти длину 

стороны треугольника. 

81. На параболе xy 42   найти координаты точки, расстояние от ко-

торой до прямой хy  231  равно 3. 

82. Камень, брошенный под углом к горизонту, достиг наибольшей 

высоты 16 м. Описав параболическую траекторию, он упал в 48 м 

от точки бросания. На какой высоте находился камень на расстоя-

нии 6 м по горизонтали от точки бросания? 

83. Дана парабола xy 122  . Найти длину ее хорды, проходящей через 

точку А(8, 0) и наклоненной к оси Ох под углом 600. 

84. Через фокус параболы xy 122   проведена хорда, перпендикуляр-

ная к ее оси. Найти длину хорды. 

85. Трос, подвешенный за два конца на одинаковой высоте, имеет 

форму дуги параболы. Расстояние между точками крепления 24 м. 

Глубина прогиба троса на расстоянии 3 м от точки крепления равна 

70 см. Определить глубину прогиба троса посередине между креп-

лениями. 

Лабораторная работа № 5 
Приведение линий второго порядка к каноническому виду 

 
Пусть в прямоугольной системе координат Оху задана линия вто-

рого порядка своим общим уравнением 

𝑎11𝑥2 + 2𝑎12𝑥𝑦 + 𝑎22𝑦2 + 2𝑎13𝑥 + 2𝑎23𝑦 + 𝑎33 = 0. 

Известно, что существует такая прямоугольная система координат 

Ох'у', полученная поворотом системы координат Оху на угол  вокруг 

точки О, что уравнение линии в системе координат Ох'у' не содержит 

член с произведением неизвестных, т.е. имеет вид  

𝑎11
′ 𝑥′2 + 𝑎22

′ 𝑦′2 + 2𝑎13
′ 𝑥′ + 2𝑎23

′ 𝑦′ + 𝑎33
′ = 0 (*). 
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Здесь возможны следующие случаи: 

1. Если 𝑎11
′ ≠ 0 и 𝑎22

′ ≠ 0, то уравнение (*) переписываем в виде  

022 33

22

2

23

11

2

13

2

22

2

23

22

232

222

11

2

13

11

132

11 




























 
















a

a

a

a

a

a

a
y

a

a
ya

a

a
x

a

a
xa

 или 

033

2

22

23
22

2

11

13
11 









 
















A

a

a
ya

a

a
xa , 

 где 

22

2

23

11

2

13
3333

a

a

a

a
aA









 . 

Применяя параллельный перенос 

11

13

a

a
xX




 , 

22

23

a

a
yY




 , по-

лучаем простейшее уравнение линии  

𝑎11
′ 𝑋2 + 𝑎22

′ 𝑌2 + 𝐴33 = 0.  (1) 

2. Если 𝑎11
′ = 0, 𝑎22

′ ≠ 0 и 𝑎13
′ ≠ 0, то простейшее уравнение имеет 

вид 

𝑎22
′ 𝑌2 + 2𝐴13𝑋 = 0.    (2) 

3. Если 𝑎11
′ = 0, 𝑎22

′ ≠ 0 и 𝑎13
′ = 0, то из уравнения 

𝑎22
′ 𝑦′2 + 2𝑎23

′ 𝑦′ + 𝑎33
′ = 0, 

получаем 

02 33

22

2

23

2

22

2

23

22

232

22 




































a

a

a

a

a
y

a

a
ya  

или 

033

2

22

23
22 




 








A

a

a
ya . 

Обозначая 

22

23

a

a
yY




 , 33

22

2

23
33 a

a

a
A 




 , окончательно получаем 

𝑎22
′ 𝑌2 + 𝐴33 = 0.  (3) 
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По уравнениям (1), (2) и (3) можно найти каноническое уравне-

ние линии. При выполнении данной работы следует придерживаться 

следующего порядка: 

1. Определяем 
 

12

2211

2
2

a

aa
ctg


 , где  – угол, который образует 

ось Ох′ новой системы координат с осью Ох. 

2. Используя формулы  






21

2
2cos

2
ctg

ctg


 ; 

 
2

2cos1
sin





 ;  

 
2

2cos1
cos





 ,  

находим sin, cos . 

3. Составляем формулы преобразования прямоугольной системы ко-

ординат: 

{
𝑥 = 𝑥′cosα − y′sinα,

𝑦 = 𝑥′sinα + y′cosα.
 

4. Находим уравнение (*) линии в системе координат Ох'у'. Заметим, 

что полученное уравнение не содержит произведение х'у'. 

5. В уравнении (*) выделяем полные квадраты, определяем тип ли-

нии и записываем каноническое уравнение и формулы параллель-

ного переноса. 

6. Строим исходную систему координат, относительно нее систему, 

полученную поворотом на угол , и систему О'XY, полученную 

параллельным переносом. 

7. В системе О'ХY строим линию по ее каноническому уравнению. 

Пример 1. Определить форму, размеры, расположение линии 

6𝑥𝑦 + 8𝑦2 − 12𝑥 − 26𝑦 + 11 = 0. 

Решение. Так как 𝑎11 = 0, 2𝑎12 = 6, 𝑎22 = 8, то 
3

4

6

8
2 ctg .  
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Тогда 

5

4

9

16
1

3

4

2cos 



 , 

10

3

2

5

4
1

sin 














 , 
10

1

2

5

4
1

cos 














 . 

Выбирая 
10

3
sin  , 

10

1
cos  , составим формулы преобра-

зования координат: 

 

 .3
10

1

10

1

10

3

,3
10

1

10

3

10

1

yxyxy

yxyxx





 

Находим уравнение линии в системе координат Ох'у', 

3
cos

sin

xo





K : 

        
.011

10

326

10

312

10

38

10

336
2











 yxyxyxyxyx

Приводим подобные и получаем: 

011
10

10

10

90
9

22
 yxyx  

или  

011101099
22

 yxyx . 
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Дополняя до полных квадратов, 

09
2

10

2

10
9

22

 



















yx . 

Полагаем 
2

10
 xX , 

2

10
 yY . Тогда наше уравнение примет 

вид: 

9𝑋2 − 𝑌2 − 9 = 0 

и канонический вид: 

1
91

22


YX

. 

Таким образом, данная линия является гиперболой, а = 1, b = 3. 

Строим чертеж (рис. 19). 

 

 

Рис. 19 

Находим координаты нового начала O(−1, 2) в системе координат Оху: 

,1
10

2

103

2

10





x .2
10

2

10

2

103





y  

  

Рис. 3 
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Пример 2. Определить форму, размеры и расположение линии 

4𝑥2 − 𝑦 − 8𝑥 + 3 = 0. 

Решение. Данная линия является параболой. Выделим полный квадрат:  

  034124 2  yxx , получим   114
2

 yx . 

Обозначим 𝑋 = 𝑥 − 1, 𝑌 = 𝑦 + 1 (**). Тогда каноническое уравнение 

линии имеет вид 
4

2 Y
X  . Из формул (**) находим О'(1, –1). Строим 

чертеж (рис. 20). 

 

Рис. 20 

Пример 3. Определить форму, размеры, расположение линии 

153𝑥2 + 42𝑥𝑦 + 97𝑦2 + 528𝑥 − 304𝑦 − 608 = 0 

и построить эту линию в исходной системе координат.  

Решение. Так как 𝑎11 = 153, 2𝑎12 = 42, 𝑎22 = 97, то 
3

4
2 ctg .  
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Тогда 
5

4

9

16
1

3

4

2cos 



 , 
10

1

2

5

4
1

sin 














 , 

10

3

2

5

4
1

cos 














 . 

Выбирая 
10

1
sin  , 

10

3
cos  , составим формулы преобра-

зования координат: 

 

 .3
10

1

10

3

10

1

,3
10

1

10

1

10

3

yxyxy

yxyxx





 

Находим уравнение линии в системе координат Ох'у',

3

1

cos

sin

xo





K : 

      

   
,0608

10

3304

10

3528

10

397

10

3342

10

3153
22


















yxyx

yxyxyxyx

 

которое после раскрытия скобок и приведения подобных примет вид: 

.0608101441012890160
22

 yxyx  

Для удобства разделим обе части последнего уравнения на 2. Тогда по-

лучим 

.0304107210644580
22

 yxyx  

Дополняя до полных квадратов, получим 

.0720
5

104
45

5

102
80

22

 



















yx  
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Полагаем 
5

102
 xX , 

5

104
 yY . Тогда наше уравнение при-

мет вид 80𝑋2 + 45𝑌2 − 720 = 0 или в каноническом виде: 

1
9 16

22


YX

. 

Таким образом, данная линия является эллипсом, а = 3, b = 4. Для его 

построения в исходной системе координат сначала повернем оси этой 

системы на угол .18
1 0

3
 arctg  Затем в полученной системе коорди-

нат xO 'y  перенесем начало координат в точку 












5

104
;

5

102
'O . 

Находим координаты нового начала O(−2, 2) в системе координат Оху: 

 

  .2
5

1012

5

102

10

1
3

10

1

,2
5

104

5

106

10

1
3

10

1


























yxy

yxx

 

Строим чертеж (рис. 21). 

 

Рис. 21 

Рис. 3 
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Пример 4. Определить форму, размеры, расположение линии 

4𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥 − 16𝑦 − 14 = 0 

и построить эту линию в исходной системе координат.  

Решение. Так как 𝑎11 = 4, 2𝑎12 = 4, 𝑎22 = 1, то 
4

2
3

ctg .  

Тогда 
51

2
2cos

3
2










ctg

ctg
, 

5

1
sin  , 

5

2
cos  . 

Выбирая 
5

1
sin  , 

5

2
cos  , составим формулы преобразо-

вания координат: 

 

 .2
11

,2
11

55

2

5

555

2

yxyxy

yxyxx





 

Находим уравнение линии в системе координат Ох'у',

2

1

cos

sin

xo





K : 

      

   
,014

5

216

5

22

5

2

5

224

5

24
22


















yxyx

yxyxyxyx

 

которое после раскрытия скобок и приведения подобных примет вид: 

.01456545
2

 yxx  

Выделяя полный квадрат при переменной x , получим 

.0
5

53
56

5

2
5

2

5
 




















yx  

Полагаем 
5

52
 xX , 

5

53
 yY . Тогда наше уравнение примет вид 

5𝑋2 − 6√5𝑌 = 0 или в каноническом виде: 
Рис. 3 
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YX
5

562
 . 

Таким образом, данная линия является параболой. Для ее построения в 

исходной системе координат сначала повернем оси этой системы на 

угол .27
1 0

2
 arctg  Затем в полученной системе координат x’Oy’ пе-

ренесем начало координат в точку 















5

3
;

5

2
'

55
O . 

Находим координаты нового начала O(−2, 2) в системе координат Оху: 

.
5

4

5

56

5

52

5

1

,
5

7

5

53

5

54

5

1

































y

x

 

Строим чертеж (рис. 22). 

 

Рис. 22 
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Варианты лабораторной работы 

ВАРИАНТ 1 

1) 

; 

2) 

; 

3) . 

ВАРИАНТ 2 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 3 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 4 

1) 

; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 5 

1) ; 

2) 

; 

3) . 

ВАРИАНТ 6 

1) 

; 

2) 

; 

3) . 

ВАРИАНТ 7 

1) 

; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 8  

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 9 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 10 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 11 

1) 

; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 12 

1) ; 

2) ; 

3) . 

  

01244323 22  yxyxyx

012644 22  yxyxyx

036164 22  yxyx

012446 22  yxyxyx

09262 22  yxyxyx

0436894 22  yxyx

0191222125 2  yxxyx

01222 22  yxyxyx

0131266 22  yxyx

0805632845 22  yxyxyx

0482 22  xyxyx

014623 22  yxyx

054243 2  yxxyx

0304016249 22  yxyxyx

0231242 22  yxyx

091818585 22  yxyxyx

0714244 22  yxyxyx

078410 22  yyxx

016168548 22  yxyxyx

073444 22  yxyxyx

01052022  yyx

0966788 22  yxyxyx

09262 22  yxyxyx

016454169 22  yxyx

02486 22  yxyxyx

026844 22  yxyxyx

04844 22  yxyx

036121634 2  yxyxy

081264 22  yxyxyx

032894 22  xyx

05121687 22  yxyxyx

0622 22  yxyxyx

0214122 22  yxyx

041212323 22  yxyxyx

0256102 22  yxyxyx

0483649 22  yxyx
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ВАРИАНТ 13 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 14 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 15 

1) ; 

2) ; 

3) 

. 

ВАРИАНТ 16 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 17 

1) 

; 

2) 9𝑥2 + 24𝑥𝑦 + 16𝑦2 −
230𝑥 + 110𝑦 − 475 = 0; 

3) . 

ВАРИАНТ 18 

1) 

; 

2) 

; 

3) . 

ВАРИАНТ 19 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 20 

1) ; 

2) ; 

3) . 

ВАРИАНТ 21 

1) 

; 

2) 

; 

3) . 

ВАРИАНТ 22 

1) ; 

2) ; 

3) 25𝑥2 + 9𝑦2 − 100𝑥 + 54𝑦 −
44 = 0. 

ВАРИАНТ 23 

1) ; 

2) 9𝑥2 − 24𝑥𝑦 + 16𝑦2 − 20𝑥 +
110𝑦 − 50 = 0; 

3) . 

ВАРИАНТ 24 

1) ; 

2) 

; 

3) . 

05812412 22  yxyxyx

0482 22  yyxyx

04484 22  yxyx

01261268 2  yxxyy

028644 22  yxyxyx

0136126 22  yxyx

036161243 2  yxxyx

029124 22  xyxyx

04410054259 22  yxyx

01224 22  yxyxyx

050201044 22  yxyxyx

032849 22  yyx

0803256548 22  yxyxyx

09663 22  yxyx

0161616565 22  yxyxyx

0251062 22  yxyxyx

02532 22  yxyyx

05116278 22  yxyxyx

024129 22  yyxyx

023181694 22  yxyx

08246 22  yxyxyx

0262 22  yxyxyx

02442 22  yxyx

02816649 22  yxyxyx

074344 22  yxyxyx

036164 22  yxyx

011261268 2  xyxyx

026844 22  yxyxyx

03106565 22  yxyxyx

06663 22  yxyx

0192212512 2  yxyxy

0721444 22  yxyxyx

027161849 22  yxyx



Приложение 1. Тест «Векторная алгебра. Часть 1» 

133 

ОТВЕТЫ 

Раздел 1. Элементы векторной алгебры 

Тема 1. Операции над векторами 

Таблица 1 
№ Зада-

ния 
Ответ 

1  dba  , abd  , acg  , gca   

2  dabgac  ,  

3  
т. О – центр тяжести ABC  (точка пересечения медиан 

ABC ) 

4  
DCCBABDADK

4

3

4

3
 , BAADCDBCBL

5

2

5

2
 , 

ABADABBCKL
20

3

20

3
  

9  baAB
3

2

3

2
 , baBC

3

4

3

2
 , baAC

3

2

3

4
  

10  sLM  , tsMN  , tNP  , tsOK   

11  21
8

17

2

3
eeCM   

12  21 5,12 eeАC   

13  21 )1(
1

eke
k

BC   

14  baAB  3 , abBC 32   

15  baAB
3

2

3

4
 , abAD

3

2

3

4
 , abBD 22   

16  
b

b

a

a
OM   

17  
ACAB

ABACACAB
AD




  

18  
 0;5,1KB ,  1;5,1BN ,  2;3BC ,  2;0AB , 

 4;3AC ,  1;5,1 KM  

19  kmlPQ
14

15

14

5

14

3
  
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Окончание табл. 1 
№ Зада-

ния 
Ответ 

20  SCSBSMSA  3  

21  
 1;5,0;1 СK ;  1;1;5,01 LB ;  1;2;5,0 LM ; 

 1;5,0;5,0 KL ;  1;2;1 DM  

22  
2

31 rr 
; 321 rrr   

23  A(0, 0); B(2, 0); C(0, 3); D(–2, 3);О(0; 1,5) 

25  
baBC  2 , baCD 2 , bDE  , aEF  , 

baGF  2 , baGH 2  

26  
bcBC  , bdBD  , cdCD  ,  

dcbDM 
2

1

2

1 ,  dcbAQ 
3

1
 

Тема 2. Координаты векторов в аффинной (АСК) 
и прямоугольной декартовой (ПДСК)  

системах координат 

Таблица 2 
№ Зада-

ния 
Ответ 

28  
1), 3) линейно зависимая система;  
2) линейно независимая система 

29  1) 02  cba ; 3) 0 cba  

30  1) сbad  22 ; 2) сbad  24 ; 3) сbad 222   

32  1) 0 nml ; 2) 02  nml ; 

3) векторы некомпланарны 

33  04323  qpnm  

34  pnms
5

3

5

3

5

2
  

35  

1) векторы линейно независимы;  

2) baс
3

2

2

1
 ;  

3) векторы 𝑎̅, 𝑏̅ и 𝑐̅ линейно зависимы, но вектор 𝑐̅ не может 

быть представлен как линейная комбинация векторов 𝑎̅ и 𝑏̅, 
т.к. эти последние векторы коллинеарны между собой, а век-

тор 𝑐̅ им не коллинеарен 
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Окончание табл. 2 
№ Зада-

ния 
Ответ 

36  1) 









3

5
;

3

8
 M ; 2)  5;9  M ; 3) 










3

1
;

3

22
 M ; 4)










2

5
;

4

1
 M  

37  С(0, −1), D(4, −4)  

38  C(0,75; −2), D(−0,5; 1), E(−1,75; 4) 

39  A(3, −1), B(0, 8) 

40  3; 5; 7; ;  

41  1) ; 2) ; 3)  

42  

1)

 








3

1
;

3

2
;

3

2 ; 2)

 








7

3
;

7

6
;

7

2 ; 3)

 








3

1
;

3

2
;

3

2 ;  

4)

 








277

6
;

277

15
;

277

4  

43  

1) ; ; ;  

2) ; 
7

6
cos ; ;  

3) 
15

6
cos  ; ;  

44  1) да; 2) нет; 3) нет 

45   10;10;5 x  

46   

47  ; ; ;  

48  5 

49   

50  1) ; 2) 1 

35 110

3ba 7 cb 9332  cba

3

2
cos 

3

2
cos 

3

1
cos 

7

2
cos 

7

3
cos 

30

611
cos 

6

6
cos 

 24;M 4;4

7s
7

2
cos 

7

3
cos 

7

6
cos 

103

91
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Тема 3. Скалярное произведение векторов 

Таблица 3 

№ Задания Ответ 

51  242 

52  –1,5 

53  –13 

54  0 

55  104 

56  9 

57  13  

58  7 

59  15, 593  

60  
912

17
cos   

61  
2


А , 

5

52
arccosВ , 

5

5
arccosC  

62  6АМ , 
5

512
AD . 

63  7q ,  
7

6
cos mq ,  

7

2
cos nq ,  

7

3
cos  pq  

64  ca || , ab   и cb   

65  
5

4
cos   

66  
3


ts  

67  

222

22
2

1
acbm  ,

222
22

2

1
bcan  , 

222
22

2

1
cbap   

68  
   bc

bc

cbb
bh 






2
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Окончание табл. 3 
№ Задания Ответ 

69  ABAC   

70  2aпр
b

,  
13

5
cos mb ,  

13

12
cos nb  

83  1) 716; 2) –721; 3) –353 

84  1)  21,42,21 ; 2) 280; 3)  137,242,115  

85  1) 
3

1
cos  ; 2) 090  

86   3,7,2х  

87  3 

88  









2

4
,

2

11
,

2

5  

89   kjiс 296   

90  090  

91  kjiх 5,175,05,1   

92  1) 

494

18
arccos ; 2) 

19

18
СВпр

СА
 

93  5


апр
cb

 

94  –1 

95  090  

96  2 

97  
43192

53


cos  

98  1) 

34

25
cos ; 2) 

3

25
KLпр

BC
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Тема 4. Векторное произведение векторов 

Таблица 4 
№ Зада-

ния 
Ответ 

99  66 

100  1) 3; 2)  сa 2 ; 3) kji 26734   

101  
Удвоенная площадь параллелограмма равна площади парал-

лелограмма, построенного на его диагоналях 

102  cbap 4173   

103  21 

105  330  

106  30 

112  1 cba , векторы попарно перпендикулярны 

113  нет 

116  
 
ba

cab
х





  

117  
ВBBCBA 1 ; ВBBMBA 1 ; СBBCBA 11  ; 

СBBNBA 1 ; DBBCBA 111   

118  OD
а

АCAВ
4

23
 ; MNaВDAС 2 , где М и N – 

середины ребер AC и BD 

120  250  

121  11 

122  37,5 

123  3,8 

124  
273

248
sin   

125  
7

6
апр

b
, если p , q  и r составляют правую тройку; 

7

6
апр

b
, если p , q  и r составляют левую тройку 

126  SSMNP
60

23
  
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Окончание табл. 4 
№ Зада-

ния 
Ответ 

127   7,1,5  

128  310с  

129    kjicba 122946  ;   kjicba 777   

130  
21

175
sin   

131  
2

63
S  

132  
2

195
S  

133   4,9,8  

134  15; 
3

2
cos  , 

3

2
cos  , 

3

1
cos   

135  5 

136  1
2

1

8

13

12

11
DDDCDAPQMN   

137  
12

55
MNPS , 

9

55
h  

138  1) 
3

1
;   2) 2 ;   3) 

2

1
;   4) 1;   5) 

6

13
 

139  1) 

2

373
KLMS ; 2) 

53

4092
h  

140  
1) 

582

581
sin P

; 2) 

63

581
h
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Тема 5. Смешанное произведение векторов 

Таблица 5 

№ Задания Ответ 

141  cba4  

142  0 

143  cba3  

144  –10 

145  27 

146  24 

151  
     

cba

baaccb
x




  

152  a) и c) компланарны; b) некомпланарны 

153  sin
6

1
abdVABCD   

154  4 

155  a) 25; b) 0 

156  
323

49
h  

157  1) компланарны; 2) некомпланарны 

158  
3

1
  

160  12 

161  
3

34
h  

162  
2

25
h  

163  
6

25
V  

164  (0, 8, 0) или (0, –7, 0) 

165  

a) 12ABCDV ;                 b) 262ABCDS ;  

c)

26

6
h ;                     d)

75

1016
arccos  
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Окончание табл. 5 

166  a) 1721 АА ; 13231 АА ; 2541 АА ;  

b) 14
321
ААAS ; c) 











265

1
arccos ;  

d) 30V ; e) 
7

3
6h  

167  VVMNPQ
96

19
  

168  Если за базис выбраны векторы АBe 1
, АСe 2

, АDe 3

, то 










2

1
,0,

2

1
АT , 

48

2
APNTV  

Раздел 2. ЛИНЕЙНЫЕ ОБРАЗЫ 

Тема 6. Прямая на плоскости 

Таблица 6 

№ Задания Ответ 

1  043  yx  

2  
1) ;  2) ; 3) , 

4) ; 5) ; 6)  

3  
;  

4  

1) 𝑘 = 2 , 𝑎 = −2, 𝑏 = 4;  

2) 𝑘 = −2/3, 𝑎 = 3, 𝑏 = 2;  

3) 𝑘 = −1/2, 𝑎 = −1, 𝑏 = −1/2;  

4) 𝑘 = 3/4, 𝑎 = −2, 𝑏 = 3/2;  

5) 𝑘 = −√3 , 𝑎 = −1, 𝑏 = −√3 

5   

6   

7  , (6; 0) 

8  045  

9  1) 𝑥 − 𝑦 + 2 = 0; 2) 3𝑥 − 2𝑦 = 0; 3) 𝑥 − 1 = 0; 4) 𝑦 + 3 = 0  

10  𝑥 − 3 = 0, 𝑦 + 2 = 0 

03  ух 0 ух 03  ух

03  ух 0 ух 03  ух

0133  ух













 0;

3

3

0135  ух

02  ух

01232  ух
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Продолжение табл. 6 
№ Задания Ответ 

11  1350 

12   

13   

14  0y ; ; ; 
 

15   

16   

17   

18  S = 9 

19  01052  ух  

20  ;  

21  tx 43 ; ty 25  

22  ;  

23  ;  

24  ;  

25  

1) , ; 2) , ; 3) , 

; 4) , ; 5) , ; 6) ,

ty 2  

26  1) ; 2)  

27  
 

28   

29   

30  ;  

31  (1, 0) 

32  ; ;  

33   

34   

35   

36  3), 5) и 6) 

01175  ух

0187  ух

32у 353  ху 353  ху

01535  ух

06  ух

042  ух

0623  ух 01283  ух

tх 76  ty 34

tх 33 ty 5

tх 3 ty 

tх 2 ty 
6

5 tх 24  ty  tх 

ty 35 2х ty  tх  3y tх 3

013  ух 03457  ух

3

1
k

032515  ух

02  ух

082  ух 042  ух

042  ух 042  ух 042  ух

4
3

3
 ху

90С

2

2
аху 
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Продолжение табл. 6 

№ Задания Ответ 

37  

1) ; 2) ; 3) ; 

4) ;  5) ; 

6) 04ysin10xcos10 00   
или 

04ysin190xcos190 00   

38  

1) , 2) ,  

3) , 4)  

39  1) 𝑏 = −𝑎; 2) 𝑏 =  𝑎; 3) 𝑏 = −√3𝑎 

40   

41   

42  

1) пересекаются в точке (1, 2);  

2) параллельны;  

3) совпадают;  

4) пересекаются в точке (–5, 0);  

5) параллельны;  

6) совпадают;  

7) пересекаются в точке (–4, 10);  

8) параллельны;  

9) совпадают 

43  
1) пересекаются в точке (15, –10);  

2) параллельны;  

3) совпадают 

44  

1) совпадают;  

2) пересекаются в точке (–4, –3);  

3) параллельны;  

4) пересекаются в точке (4, 6);  

5) параллельны;  

6) совпадают 

45   

46   

47  ;  

48  ; ;  

49  ;  

50  ; ;  

02
5

3

5

4
 ух 03

13

12

13

5
 ух 0

2

3

10

8

10

6
 ух

0
5

3

5

2

5

1
 ух 02

2

1

2

3
 ух

01243  ух 0
5

12

5

4

5

3
 ух

3
4

3
 ху 1

3

1

4

1
 ух

3 ху

01 yх

01754  yх

01323  ух

02 х 0133  ух

0953  ух 03  ух 0113  ух

073  ух 0352  ух

01643  ух 0135  ух 072  ух
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Продолжение табл. 6 

№ Задания Ответ 

51   

52  ; ;  

53  ;  

54  
, , , 

 

55  ;  

56   

57  ВС║DA; ; ;  

59  1), 3), 5) и 6) 

60   

61   

62   

63  (2, –7) 

64  𝑀1(2,3) 

65  ;  

66   

67   

68  C(2, 4)
 

69  ВС: ; АС: ; СH:  

70   

71  ; ;  

72   

73  5,0  

74  ; S = 7,5 кв.ед 

75  
;  или  

;  

76  𝑀1(0,2) и 𝑀2(0, −8) 

07  ух

0375  ух 03  ух 0957  ух

07  ух 0102  ух

032  ух 062  ух 0232  ух

0142  ух

020129  ух 036125  ух

062  ух

0553  ух 0 ух 01у

02632  ух

022691  ух

01243  ух










5

13

5

2
, М 









7

17

7

4
, М










54

47

18

29
, 











2

1

2

1
, 

03  ух 02054  ух 01123  ух

04939  ух

02272  ух 01327  ух 02  ух

0833  ух










4

1

4

5
; Р

092  ух 022  ух

062  ух 072  ух
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Продолжение табл. 6 

№ Задания Ответ 

77  
1) (2, 5);  

2) прямые параллельны;  

3) (–1, 4) 

78  М(0, 3),  

80  
, , , 

 

81   

82   

83  ; 35,0  xy  

84  
Уравнение катета: , уравнение гипотенузы: 

 или  

85  

1) 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(3
4⁄ );  

2) 𝜑 = 𝜋
4⁄ ;  

3) 𝜑 = 𝜋
2⁄ ;  

4) 𝜑 = 0; 

5) 𝜑 = 𝜋
4⁄ ;   

6) ;  

7) 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(1
4⁄ );  

8) ) 𝜑 = 𝜋
2⁄  

86  1) ; 2) 









9

19
arctg  

87  

1) а) 4, б) –9;  

2) а) 8, б) –2;  

3) а) 0,75, б) –12;  

4) а) –1,5, б)  

88   и  

89  , ,  

90  𝛼 = 1; 𝛼 = 0 

91  𝑎 = 2; 
3

2
a  

92   

93  450 и 1350 

)2( arctg

023  уx 0143  уx 0163  уx

0323  уx

ху 2

 xy 21

72  xy

01132  уx

0405  уx 0185  уx

0

4


 

3

2

023  уx 063  уx

2



4



4



    0cossin   yyxх
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Продолжение табл. 6 

№ Задания Ответ 

94   и  

95  ;  

96  М1(4, 0); М2(–1, 5) 

97  1) 5;          2) –7;        3) 
20

21
 ;       4)  

98   

99   

100  𝐴1(−7,15); А2(9, −9) 

101  
, , , или 

, ,  

102  

, , , 








5

16
,

5

7
1C  

или , , , 










5

12
,

5

11
2C  

103  
СВ: 2𝑥 − 11𝑦 + 28 = 0 или СА: 3𝑥 − 4𝑦 + 17 = 0,  

СВ:2𝑥 + 𝑦 + 4 = 0  

104  –7; 2;  

105  49 

106   и  

107  4,5 

108   

109   и  

110  (1, 3) 

111   

112  ;  

113  ;  

114   

115  (2, 1) и (5, 2) или (0, 7) и (3, 8) 

116  
, ,  или 

 

117   

0165  уx 025  уx

072  уx 07112  уx

33

56

042  уx

0163  уx

02312  уx 071726  уx 0152  уx

02598  уx 0652314  уx 0152  уx

01 уx 013  уx 052  уx

01 уx 053  уx 022  уx

3

1

052125  ух 026125  ух

21,5

05 у 065125  ух

0102  ух

083567  ух 073432  ух

02 х 0734  ух

0734  ух

0943  ух 01643  ух 03734  ух

01334  ух

01243  ух
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Продолжение табл. 6 
№ Задания Ответ 

118  к стороне АВ 

119   

120   и  

121   

122   12,01 М  и 








3

4
,02М  

123   

124   

125  

, , , 

 

126   и  

127   

128  , у=0 

129  
, ,  и 

 

130  

1) три прямые проходят через одну точку;  
2) три прямые параллельны между собой;  
3) три прямые проходят через одну точку;  
4) три прямые параллельны между собой;  
5) три прямые параллельны между собой;  
6) прямые образуют треугольник;  
7) первые две прямые параллельны, третья их пересекает 

131   

132   

133   

134  ,  

135   

136   

137   

012  ух

02634  ух 02434  ух

34

25


17

2
14d

3

4
k











4

1
11

3

5
1 , С 










4

5
152 , С 










4

3
8

3

5
3 , С










4

5

3

2
114 , С

03 у 0117512  ух

27

2
4S

xy 3

0232  ух 032  ух 062  ух

0142  ух

025  ух

0212925  ух

0301938  ух

0932 х 01932 у

06  ух

020498  ух

022691  ух
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Окончание табл. 6 
№ Задания Ответ 

138  ;  

139  ;  

140  ;  

141   

142   

143  ; ;  

144  1) ; 2)  

Тема 7. Плоскость 

Таблица 7 
№ Задания Ответ 

145  
1) 𝑧 − 1 = 0; 2) 𝑦 + 2 = 0; 3) 𝑥 + 5 = 0;  

4) 𝑥 + 2𝑧 = 0; 5) 𝑧 + 2𝑦 = 0; 6) 4𝑥 + 3𝑦 = 0 

146  1) 𝑥 − 5 = 0 ; 2) 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 7 = 0 

147  02
7

3

7

6

7

2
 zyх  

148  
10

23
cos  ; 

5

22
cos  ; 

2

2
cos   

149  1) 0543  yx ; 2) 09334  zyх  

150  055935  zyx  

151  07119  zyx  

152  017616  zyx  

153  062714  zyx  

154  070331014  zyx  

155  0105152135  zyx  

156  01532  zyx  

157  02  yx ; 02  zx ; 04  zy  

158  035  yx , 03  zx , 05  zy  

159  vux 452  , vuy 263  , uz 45  

160  1) 0164  zyx ; 2) 055  zyх  

0165  ух 025  ух

01967  ух 0529  ух

04 х 02043  ух

0373  bа

052  ух

093  ух 0571768  ух 0722665  ух

0294314  ух 023252  ух
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Продолжение табл. 7 
№ Задания Ответ 

161  01822  zyx  

162  038423  zух  

163  

Семь плоскостей:  

𝑥 − 𝑧 − 6 = 0;      𝑥 + 𝑦 − 10 = 0;      𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 8 = 0; 
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 14 = 0;      𝑥 − 𝑦 − 𝑧 − 2 = 0; 

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 16 = 0;      5𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 28 = 0 

164  

1) пересекаются;  

2) пересекаются;  

3) параллельны;  

4) пересекаются;  

5) совпадают 

165  01432  zух ; 093  ух ; 01z  

166  
1) 𝑙 = 3, 𝑚 = −4;  

2) 𝑙 = 3, 𝑚 = − 2 3⁄ ;  

3) 𝑙 = − 10 3⁄ , 𝑚 = − 6 5⁄  

167  074515  zух  

168  0334  zyx  

169  032  zyx  

170  04325  zyx  

171  04  zх  

172  (–2, 1, 4) 

173  
1) l = 6,  

2) l = –1/7 

174  0152  zyх  

175  1) 045 ; 2) 090  

176  0720  zух ; 0 zх  

177  
7

6
 ;

7

3
 ;

7

2  

178  
213

4
  

179  
3

1  

180  0 zх  

181  0225  zyх  

182  02296  zух  
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Окончание табл. 7 
№ Задания Ответ 

183  060135  zу  

184  01222  zух  

185  025453  zух  

186  01023  zух  

187  0143  zух ; 0352  zyх  

188  068521941  zyх ; 0635433  zyх  

189  012720  zух , 04  zх  

190  03  ух , 03  yх  

191  0451611  zух  

192  050332124  zух  

193  013235016  zух  

194  

1) 0710  zх ;  

2) 076 у ;  

3) 072939  zух  

195  
3

16 ;  2;  
3

1
 

196  07444  zyх , 054610  zyх  

197  
11

1  

198  029243  zyх  

199  (0, 0, 3) 

200  (0, –3, 0) 

201  01742  zyх ; 02542  zyх  

202   (0, −3, 5) и 









23

375
,

23

363
,

23

98  

203  









5

14
,0,

10

31  и 








5

2
,0,

10

17  

204  075236  zyх ; 019236  zyх  

205  0922  zyх ; 02 y  

206  0543  yх ; 042124164387  zyх  
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Тема 8. Прямая в пространстве. Взаимное 
расположение прямой и плоскости в пространстве 

Таблица 8 

№ Задания Ответ 

207  

1) tztytx 81,33,22  ;  

2) tzytx  2,1,7 ; 

3) 1,1  zx  

208  
1) tztytx 4,7,2  ;  

2) tztytx 33,48,   

209  1) 1,35,43  ztytx ;      2) 









04

0102

z

yx  

210  1) 








0174

0335

zy

zx
;         2) 









055

055

zy

zx
 

211  

1) пересекаются в точке (−3, 5, −5) и лежат в плоскости 

0587109  zyx ;  

2) скрещиваются;  

3) параллельны и лежат в плоскости 0919225  zyx ; 

4) совпадают 

212  

1) пересекаются в точке (−3, 0, 4) и лежат в плоскости 

011543  zyx ;  

2) скрещиваются;  

3) параллельны и лежат в плоскости 034  yx ;  

4) совпадают 

213  

1) совпадают;  

2) параллельны и лежат в плоскости 08312  zyx ; 

3) скрещиваются;  

4) пересекаются в точке (10, −1, 0) и лежат в плоскости 

01737  zyx  

214  

1) прямая и плоскость пересекаются в точке (0, 0, 2);  

2) прямая параллельна плоскости;  

3) прямая лежит в плоскости;  

4) прямая и плоскость пересекаются в точке (2, 3, 1)  

215  
1) прямая и плоскость пересекаются в точке (2, 4, 6);  

2) прямая параллельна плоскости;  

3) прямая лежит в плоскости 
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Продолжение табл. 8 

№ Задания Ответ 

216  
1) 06411  yx ; 0z ;  

2) 03856  yx ; 0z  

217  
1) (−1; 7,5; 0), (2; 0; 3), (0, 5, 1);  

2) (6, −2, 0), (7; 0; −2,5), (0, −14, 15)  

218  (6, −2, 6) 

219  tztytx  ;2;41  

220  034  zx , 092  zy  

221  02059  zyx , 0952  zyx  

222  053  zyx  

223  04151920  zyx  

224  04731118  zyx  

225  01133  zyx  

226  065  zx  

227  

1) 
13

4
cos  ; 

13

3
cos  , 

13

12
cos  ; 

2) 
25

12
cos  ; 

25

9
cos  , 

25

20
cos   

228  )3(
2

5
1 


 z

y
x  

229  
77

72
cos   

230  
2

321


   

231  
195

98
cos   

232  
1) 

912

7
 ; 2) 

662

9
  

233  
6246

33
arcsin  

234  
1910

1
arcsin  

235  04  zx , 0y  

236  02012135  zyx , 05322  zyx  
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Окончание табл. 8 

№ Задания Ответ 

237  CtzzBtyyAtxx  000 ,,  

238  
7

4

3

2

5

3









 zyx  

239  (7, 1, 0)  

240  (4, −1, 3) 

241  
7

3
x ; 

7

18
z  

242  0254  zyx  

243  (2, 9, 6)  

244  Такой прямой нет 

245  054  zx ; 06341 y  

246  02  zy ; 3x  

247  082  zy ; 052  zyx  

248  01 zyx ; 01x  

249  14  

250  1) 
6

35 ; 2) 8
26

3  

251  03  yx ; 01243  zyx ; 
5

117
h  

252  

1) 

110

18 ;  

2) 0 (прямые пересекаются);  

3) 

102

16  

253  3 

254  
6

1  
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Раздел 3. ОБРАЗЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Тема 9. Элементарная теория кривых второго порядка 

Таблица 9 

Окружность 

№ Задания Ответ 

1  

1) ;  

2) ;  

3)  

2   

3   

4   

5   

6  
1) ;  

2) данные три точки лежат на одной прямой, поэтому через них 

нельзя провести окружность 

7  

1) О(3, 0), R=3;             

2) О(–3, 4), R=5;  

3) О(5, –12), R=15;        

4) ,  

8  

1) ;           

2) ;  

3) ;      

4)  

9   

  

    222
452  ух

    222
543  ух

  222 134  ух

    531
22
 ух

9

85

3

8 2
2









 ух

    222
553  ух

    222
523  ух

    222
543  ух











3

2
,1O

3

4
R

  42 22
 ух

  163
22  ух

    222
551  ух

 
9

58
1

3

2 2
2









 ух

4922  ух
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Окончание табл. 9 

№ Задания Ответ 

10  

При F=0 окружность проходит через начало координат.  

При D=0 окружность симметрична относительно оси ординат, 

т.е. центр лежит на оси ординат.  

При Е=0 окружность симметрична относительно оси абсцисс, 

т.е. центр лежит на оси абсцисс.  

При А=0 данное уравнение не изображает окружность 

11  ;  

12   

13  О(30, 48) или О(–30, 48) 

14   

15   

16   

17  0y  и  

18   и  

19   

20  090  

 

Таблица 10 

Эллипс 

№ Задания Ответ 

21  

1) ; 2) ; 3) ; 

4) ;       5)  

22  2а = 26; 2b = 10; 𝐹1(12,0) и 𝐹2(−12,0) и 
13

12
  

23   

24  
Эллипс с полуосями 13 см и 5 см. Вершины при основании тре-

угольника служат фокусами этого эллипса. 

  

    222
171717  ух     2555

22
 ух

    50255
22
 ух

    3676
22
 ух

0924  ух

03534  ух

02120  ух

2

25

2

7

2

7
22


















 ух

162

25

18

13

18

13
22


















 ух

04  ух

1
416

22


yx

1
1625

22


yx

1
36100

22


yx

1
918

22


yx

1
925

22


yx

1
716

22


yx
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Окончание табл. 10 

№ Задания Ответ 

25   

26   

27   

28  1) 
2

2
 ;      2) 

5

10
 ;       3) 

2

1
  

29  08,0
300

599
  

30  А1(5, 2), А2(5, −2), А3(−5, 2), А4(−5, −2) 

31  
 

32   

33   

34   

35   

36  ;  

37   

38   

39  
Условию задачи удовлетворяют четыре касательные: 

01543  yx  

40   

41  

1) ;  

2) ;  

3)  

9х

3253 22  ух

1
1632

22


yx
















2

73

2

15
, 

3

13
d

7

4
68S

0892532  ух

02443  ух

3у 051712  ух

0122  ух

01691312  ух

5х

   
1

15

3

15

1
22





 ух

   
1

4

1

16

2
22





 ух

 
1

1020

4 22


 ух
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Таблица 11 

Гипербола 

№ Задания Ответ 

42  

1) ;    2) ;    3) ; 

4)  

43  1) ;    2)  

44   

45  2  

46   

47  1) ;      2)  

48   

49   

50  

1)  F1(5, 0), F2(−5, 0);  

2) 
3

5
 ;  

3) , ;  

4) , 
4

5
  

52   

53  

1) , 𝑏 = 2;  

2) 𝑎 = 𝑏 = 6;  

3) ; ;  

4) ;  

Окончание табл. 11 

1
916

22


yx

1
7525

22


yx

1
29

22


yx

1
615

22


yx

1
100576

22


ух

1
3664

22


ух

1
3664

22


yx

1
75432

22


ух

1
916

22


ух

1
39

22


ух

1
916

22


ух

1
14425

22


yx

ху
3

4


5

9
х

1
169

22


ух

b

32а

5а 52b

5

193
а 19b
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№ Задания Ответ 

54   или  

55  
1) ;  

2)  

56  1) 

3

2
 ;     2) 2  

57  ; ;  

58  
1) ;      2)  

59   

60   𝑥 − 2𝑦 − 12 = 0 и  𝑥 + 2𝑦 + 8 = 0  

 

61  

1) ;  

2) ;  

3)  

Таблица 12 

Парабола 

№ Задания Ответ 

62  1) F(1,0); 2) F(0,1); 3) F(–2, 0) 

63  
1) ;      2) ;      3) ; 

 4) ;       5) ;           6)  

64   

65   

  

1
6436

22


ух

1
3664

22


ух

0120

090

91 r 192 r 97,0
41

228
tg














 8,1;

5

344
 
















5

1193
;

5

48
 

2

22

12
c

ba


   
1

3

2

5

1
2

2

2

2





 ух

   
1

5

1

6

1
22





 ух

 
1

4

3 2
2




у
х

xy 122  25102  хy xy 162 

ух 82  ух 182  xy 42 

2

3
х

882  хy
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Окончание табл. 12 

№ Задания Ответ 

66   

67   12,18А  и  12,18 В  

68  ОМ=10 

69   
70   

71   и  

72   

73  

1)  в точке (3, –6) и  в точке (3, 6); 

2) ;  

3) ;  

4)  

74  2
 

75  

1) (–2, 1), р = 5, ось параллельна оси Ох;  

2) (0, –7), р = 3, ось параллельна оси Ох;  

3) (2, 0), р = 4, направление оси совпадает с отрицательным 

направлением оси Ох;  

4) (3, 5), р = 2, ось параболы параллельна оси Оy;  

5) , , ось параболы параллельна оси Оy;  

6) (4, –1), р = 0,5, ось параболы параллельна оси Оy;  

7) (–3, –9), р = 0,5, ось параболы параллельна оси Оy 

76  р = 2,5 

77   

78   и  

79   

80   

81  (–1, 2) 

82  7 м 

83  24 

84  12 

85  1,6 м 










4

5
2, 

52  хy

093  ух

02  ух 02552  ух

xy 42 

03  уx 03  уx

13  ху

0122  уx

013  уx













 


А

ВАС
, 

А

В

4

4

2

2

А
р

2

1


02 x

0153  уx 0153  уx

 322 , 

р34
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ПРИЛОЖЕНИЕ. 
ТЕСТЫ 

Векторная алгебра. Часть первая 

 

 Проверить, линейно зависима система векторов или нет, где 

 2,4,6a ,  3,6,9b ,  3,6,3c . Определить коэффици-

енты  ,, , если 0 cba   

1) нет. 

𝛼 = 0, 
𝛽 = 0, 
𝛾 = 0 

2) да.  

𝛼 = − 1 2⁄ , 𝛽 =

2 3⁄ , 
𝛾 = 0 

3) да.  

𝛼 = 1 2⁄ , 

𝛽 = 2 3⁄ , 
𝛾 = −1 

4) нет. 

𝛼 = 1, 

𝛽 = − 3 2⁄ , 
𝛾 = −1 

 

 В тетраэдре АВСD даны ребра, выходящие из вершины А: 

bAB  , cAC  , dAD  . Выразить через эти векторы осталь-

ные ребра тетраэдра 

1) bcBC  ,      

cdCD  , 

dbDB   

2) bdBC  , 

cdCD  , 

cbDB   

3) cdBC  ,

cbCD  ,

dbDB   

4) cdBC  ,

cbCD  ,

dbDB   

 

Даны вектора  2,1,0a  и  1,0,1b  найти координаты век-

тора c , если cba 2  

1)  0,0,0c  2)  5,2,1c  3)  1,0,2c  4)  2,0,2c  

 

В аффинной системе координат с базисом a , b , c  задан вектор 

cbaОМ 653  . Найти координаты точки М в данной АСК 

1) (3, 5, −6) 2) 







 3,

2

5
,

2

3  3) (6, 10, −12) 4) ( a , b , c ) 

 

Дана точка С, делящая отрезок АВ в отношении 3 . Коорди-

наты точек А(5, 4, 3) и В(0, −1, 0). Определить расположение 

точки С 

  1 

  2 

  3 

  4 

  5 
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1) 








4

3
,

4

1
,

4

5
С  2) С(5, 5, 3) 

3) 

С(−5, −6, −3) 

4)











2

3
,

2

5
,

2

5
С  

В АСК заданы векторы  7,6,0ОА , и  5,2,2ОВ . На отрезке 

АВ находится точка N. Известно, что 
8

24
АN , длина 

24

245
BN . Найти координаты точки N 

1) N(3, 5, 5) 

2)











4

25
,

2

9
,

4

3
N  

3) 











3

4
,

3

2
,

3

4
N  4) N(0, −2, 2) 

 

Дан вектор  2,5a . Найти вектор b , перпендикулярный к 

вектору a , равный ему по длине и направленный так, что, бу-

дучи отложены от одной и той же точки, векторы a  и b  обра-

зуют пару, имеющую ту же ориентацию, какую имеет пара еди-

ничных векторов осей Ox и Oy. 

1)  5,2 b  2)  5,2b  3)  5,2b  4)  2,5 b  

 

Дан куб 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1, со стороной АВ=5. Точка К делит 

ребро ВВ 1  в отношении 1:4, а точка Р делит ребро DC в отно-

шении 2:3. Найти длину отрезка КР 

1) 6,5 2) 35  3) 43  4) 2,4 

 

Зная радиусы-векторы 𝑟̅1, 𝑟̅2 и 𝑟̅3 вершин треугольника, найти 

радиус-вектор точки пересечения его медиан 

1) 
𝑟̅1 + 𝑟̅2 + 𝑟̅3

3
 

 

2) 

2 (
𝑟̅1 + 𝑟̅2 + 𝑟̅3

3
) 

 

3)  

3 (
𝑟̅1 + 𝑟̅2 + 𝑟̅3

2
) 

 

4) 
𝑟̅1 − 𝑟̅2 − 𝑟̅3

3
 

 

 

В ΔABC точка K делит медиану BM в отношении 2:5, , 

. Найти координаты точки B в АСК  

1) (–0,5; 1,6) 2) (1; 0) 3) (2; 5) 4) (1,4; –0,4) 

  

1eAK 

2eAM  Ae e
1 2

  8 

  6 

  7 

  9 

  10 
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Дан равносторонний треугольник АВС, у которого длины сто-

рон равны 1. Полагая , ,  вычислить вы-

ражение  

1) 3 2)  −1,5 3)  −5 4)  

 

Определить угол между векторами  и 

 

1) 

arccos8 

2)  

0 

3) 
2

7
 

4)  

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
2

7
) 

 

Дано , . Найти проекцию вектора a  на 

направление вектора b  

1) 1 2) 3 3) −8 4) 0 

 

 Дано , . При каком m вектор a  противополо-

жен вектору b  и имеет единичную длину? 

1) 4 2) 0,6 3) 0,8 4) –3 

 

 Дан базис , , угол между векторами . 

Точки А(1, 3), В(2, 1) в АСК . Найти длину отрезка АВ 

1)  2) 6 3)  4) 8 

 

Ответы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

3 1 2 1 1 2 1 2 1 4 2 4 3 3 3 

aBC  bCA cAB 

accbba 

3

2

kjia 32 

kjib 246 

 4,7 a  6,8b

 mla ,  4,3 b

21 e 42 e  
3

2
, 21


 ee

Oe e
1 2

6 2 2 21

  11 

  12 

  13 

  14 

  15 
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Векторная алгебра. Часть вторая 

 
 Вычислить площадь параллелограмма, если две его стороны 

представлены в виде векторов , , где , 

 – орты ПДСК 

1) 3 2) 15 3) 1,2 4) 21 

 

 Вектор  перпендикулярен вектору , а , причем 

, тогда можно утверждать, что 

1) 

 
  

2)  

  

3)  

  

 4) 

 

 

Дано . Найти α, если ,  – 

базис 

1) 0 2) 3 3) 5 4) 15 

 
Дано , . Найти высоту параллело-

грамма, построенного на данных векторах, опущенную на сто-

рону b 

1) 18 2)  3)  4) 36 

 
Найти смешанное произведение векторов , 

,  

1) 0 2)  3) 33 4) 3 

 
Вычислить смешанное произведение  

 

1) 0 2)  3)  4)  

 
Найти объем пирамиды с вершинами А(2, 2, 2), В(4, 3, 3), 

С(4, 5, 4), D(5, 5, 6). 

jia 36  jib 23  i

j

a c db  b
с

];[ ba ];[ dc ];[ da ];[ bc ];[ ba d ];[ ba  ];[ dc

baqbap  3,5 0];[ qp ba ,

 1,4,8а  1,2,2 b

218 182

kjia  2

kjib  3 kjic 4

kji 432 

   accbba 

cba cba )(  cba2

  1 

  2 

  3 

  4 

  5 

  6 

  7 
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1)  2)  3) 29 4) 7 

Дано . При каком х векторы 

компланарны? 

1) 0 2) 2 3) при любом х 4) таких x нет 

 

Дано . Найти [[𝑎̅, 𝑏̅], 𝑐̅] 

 

1) 0 2)  3)  4)  

 

Даны три некомпланарных вектора . Найти вектор , 

удовлетворяющий системе уравнений  

1)  3)  

2)  4)  

 

В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 длины 

сторон AB, AD и AA1 равны соответственно 6, 4 и 3, точка M 

делит сторону B1C1 в отношении 3:1, точка K делит сторону 

DD1 в отношении 1:2. Найти площадь треугольника AMK 

1)  2)

 

 3) 13,2 4)  

 

Вычислить координаты вектора , если даны координаты 

векторов  , ,  и , а 

тройка  – левая тройка векторов 

1)  2)
 

 
3) недоста-

точно  

данных 

4)  

 

6

25

6

7

kxjickjibka  2,,7

     1,2,1,4,7,2,2,1,3  сbа

 12,29,46   48,14,36 
12

127

cba ,, x

  xcxbxa ,,

     
cba

babcca
х

;;;  


     
cba

cabccb
х

;;;  


     
cba

baaccb
х

;;;  


     
cba

baaccb
х

;;; 





693
3

2
77 3 17

c

},2;3;2{ a }2;6;3{ b 14c ac  b

cba ,,

}6;4;12{  }6;4;12{  }4;12;6{ 

  8 

  9 

  10 

  11 

  12 
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Найти модуль векторного произведения векторов  и 

, если , , угол между  и  равен  

1) 1  2)
 
–1 3) 5 4) 4 

Дано , угол между  и  равен , угол 

между  и  равен . Найти смешанное произведение 

 

1) 3 2)
 
6 3) –1,5 4) 1,5 

 

Найти высоту тетраэдра KLMN, опущенную на грань KLN, 

если  , , где , 

угол между векторами  и  равен ,  

1) 3 2)
 
1 3) 2 4) 4 

 

Ответы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

4 2 4 3 3 1 2 4 2 2 2 1 3 3 1 

ba 32 

ba  1a 2b a b
6



3,2,1  cba a b
6



];[ ba c
3

2

cba

,baKL  baKN  2 cbKM  bcac   , 

a b
6

5
3,4,2  cba

  14 

  15 

  13 



Приложение «Прямая на плоскости. Плоскость» 

167 

Прямая на плоскости. Плоскость 

 

Составить уравнение прямой, если известен направляющий 

вектор  и дана точка М(−3, 0). 

1) 2) 3) 4) 

𝑦 = 5𝑥 + 15 
𝑥 − 2

−10
=

𝑦 + 4

8
   

 

 Составить параметрические уравнения прямой . 

1)

 

 

 

2)

 

 3)

 

  4)

 

 

 
В треугольнике с вершинами A(3, −2), B(8, 3) и C(6, 4) точка 

K делит сторону AB в отношении 1:4. Уравнение прямой KC 

имеет вид:  

1) 

𝑦 = 2,5𝑥 − 11 

2) 

𝑦 = 7𝑥 + 9 

3) 

𝑦 = 0,4𝑥 − 2,6 

4) 

𝑦 = −2𝑥 + 16 

 
Серединный перпендикуляр, проведенный к отрезку с кон-

цами в точках A(2, −4) и B(−5, 3), имеет уравнение: 

1)  

𝑦 = 3𝑥 + 2 

2)  
 

3)  
 

4)  
 

 
Найти прямую, проходящую через точку М(0, 2) и составляю-

щую угол 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (−
3

5
) с положительным направлением 

оси Оy 

1)  
3𝑥 + 4𝑦 − 8
= 0 

2)  
3𝑥 − 4𝑦 + 8
= 0 

3) 
4𝑥 − 3𝑦 + 6 =

0  

4) 
4𝑥 + 3𝑦 − 6 =
0  

  

 4,5 a

)3x(
4

5
y  04)3(5  yx

7

55

7

11
 xy









11

,165

y

tx








ty

tx

7

,511









ty

tx

7

,5511









2211

,197

ty

tx

xy  5,15,0 1 yх 5,0y

  1 

  2 
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  4 

  5 
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Найти угол между прямыми, одна из которых имеет уравнение 

 а другая перпендикулярна прямой  

1) 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
11

7
) 2) −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(7) 3) 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

1

13
) 4) 45 

 
Известно, что расстояния от начала координат до точек пере-

сечения прямой с осями Оx и Оy, соответственно равны 2 и 3. 

Уравнение прямой может иметь вид: 

1)  2)  3)  4)  

 
Прямая, параллельная оси Oy и проходящая через точку 

(0, −5), имеет уравнение: 

1)  2)  3)  4)  

 
Прямые, проходящие через точку (5, 3) так, что расстояния до 

них от точки (2, 1) равны 2, имеют угловые коэффициенты: 

1)  

k1 = 3, 

   k2 = 4 

2)

 
 

3) 

 

4)  

k1 = 0, 

      k2 = 2,4 

 

 
Определить взаимное расположение двух прямых:    

1)  и 2)  

1) совпадают 
3) пересекаются, но не перпендику-

лярны 

2) перпендикулярны 4) параллельны, но не совпадают 

 
Точка N(−1, 0, 4) является основанием перпендикуляра, опу-

щенного из точки M(3, 1, −2) на плоскость π. Уравнение плос-

кости π имеет вид: 

1)  3)  

2)
 

 4)
 

 









ty

tx

4

,23
1

5

y

3

x


32  xy xy 5,13 23  xy 2
3

2
 хy

5х 5y 0х 5 yх

6

132
2,1


k

3

1324
2,1


k

033  yx













ty

tx

31

,
3

1

02864  zyx 02564  zyx

053107  zyx 01123  zyx

  6 

  7 
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Даны вершины тетраэдра A(3, 0, −1), B(1, −1, 0), C(2, 3, 1), 

D(−2, 1, 0). Уравнение плоскости, проходящей через точки A 

и C параллельно вектору , имеет вид: 

1)  3)  

2)
 

 4)  

 
Определить, лежат ли точки L(3, 1, 1), M(−2, 3, 0), N(4, 3, −2) 

и P(10, 3, −4) в одной плоскости? Если да, то найти уравнение 

этой плоскости 

1) не лежат 3) лежат,  

2) лежат,  4) лежат,  

 
Из точки Р(2, 3, −5) на координатные оси опущены перпенди-

куляры. Составить уравнение плоскости, проходящей через их 

основания 

1)  3)  

2)
 

 4)
 

 

 
Выяснить взаимное расположение плоскостей, заданных урав-

нениями:  

1) ,     2){
𝑥 = 2 − 6𝑠 + 𝑡,

𝑦 = 4𝑠 − 𝑡,
𝑧 = 5 − 8𝑠 + 11𝑡

 

 

1) параллельны, но не совпадают 3) перпендикулярны 

2) совпадают 
4) пересекаются, но не перпендику-

лярны 

Ответы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

2 4 1 3 3 1 2 3 4 2 1 1 4 1 3 

 

BD

019764  zyx 0743  zyx

073  zyx 013732  zyx

0145127  zyx

06743  zyx 01034  zyx

03061015  zyx 073  yx

0273  zyx 0532  zyx

012423  zyx

  12 

  13 

  14 

  15 
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Кривые второго порядка 

 

Какую линию задает в ПДСК уравнение ? 

Указать полуоси a и b 

1) эллипс,  

a=25, b=4 
2) гипербола, 

a=25, b=4 
3) эллипс, 

a=5, b=2 
4) гипербола,  

a=5, b=2 

 

Найти координаты вершин линии , лежащих 

на оси Ох 

1)

  

(2, 0), (−2, 0) 2)

 

(5, 0), (−5, 0) 3)

 

(0, −2), (0, 2) 4)

 

(0, −5), (0, 5) 

 

Найти координаты фокуса линии , лежащего 

в полуплоскости  

1) (√29, 0) 2) (−√21, 0) 3) (√21, 0) 4)
 
(−√29, 0) 

 

Найти директрисы кривой  

 

1) 2) 3) 4) 

𝑥 = ± 25 √29⁄  𝑥 = ± 4 √29⁄  𝑥 = ± 4 √21⁄  𝑥 = ± 25 √21⁄  

 

Найти касательную к кривой  в точке 

(4; −1,2)  

 

1)
 

 
2) 

 
3) 

 
4) 

 
 

 

Какую кривую определяет уравнение ? Указать 

полуоси  a и b 

1) эллипс,  

a=4, b=3 
2) гипербола, 

a=4, b=3 
3) эллипс,  

a=16, b=9 
4) гипербола, 

a=16, b=9 

  

100254 22  yx

100254 22  yx

100254 22  yx

 0X

100254 22  yx

100254 22  yx

31075,3  yx 50158  yx 90524  yx 42512  yx

cos54

9


r

  1 

  2 

  3 

  4 

  5 

  6 
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Написать каноническое уравнение гиперболы, если заданы 

уравнения асимптот 3𝑦 ± 2𝑥 = 0  и директрис √13𝑥 ± 9 = 0 

1)
 

 

2) 

 

3)
 

 

4) 

 

 
Написать каноническое уравнение параболы, если заданы фо-

кус F(0, 3) и уравнение директрисы y = −1 

1) 𝑦2 = 4(𝑥 −
1) 

2) 𝑥2 = 8(𝑦 −
1) 

3) 𝑥2 = 4(𝑦 −
1) 

4) 𝑦2 = 8(𝑥 −
1) 

 
Для параболы из задания 8 написать уравнение в полярных ко-

ординатах, если полюс находится в фокусе параболы, а поляр-

ная ось направлена по оси параболы 

1)

 

 2)

 

 3)

 

 4)

 

 

 
Для параболы из задания 8 написать уравнение в полярных ко-

ординатах, если полюс находится в начале координат ПДСК, 

а полярная ось направлена по оси Ох 

1)
 

 3)
 

 

2)
 

 4)
 

 

 
Найти координаты «левого» фокуса кривой 

 

1) 

 𝐹(−√7 +
2, −1) 

2) 

𝐹(−3, −1) 

3)  
𝐹(−7, −1) 

4) 

 𝐹(−√7 −
2, −1) 

 
Составить каноническое уравнение гиперболы, если угол 

между асимптотами равен 600 и 𝑐 = 2√3  

1)
 

 
2)

 
 

3)
 

 
4)

 
 

  

3694 22  yx 632 22  yx 3649 22  yx 623 22  yx

cos1

8


r

cos1

4


r

cos1

2


r

cos1

3


r

4sin4cos22   rr 4cos4sin 22   rr

8cos8sin 22   rr 8sin8cos22   rr

1243236169 22  yxyx

33 22  yx
363 22  yx

93 22  yx
273 22  yx

  7 

  8 

  9 

  10 

  11 

  12 
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Найти такую точку на параболе , чтобы касательная в 

ней образовала с осью симметрии параболы угол в 300 

 

1) (4,8)
 
 3) (4 3⁄ , 8√3 3⁄ )

 
 

2) (12,8√3)  4) (2,4√2)  

Ответы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

3 2 3 4 2 2 1 2 2 4 2 3 2 

xy 162   13 



 

 

Учебное издание 

 

 

Составители: 

Павелкин Владимир Николаевич 

Коневских Татьяна Михайловна 
 

 

 

 

Аналитическая геометрия 
Сборник задач 

 

Учебное пособие 

 

Редактор Е. В. Шумилова 

Корректор В. Е. Пирожкова 

Техническая подготовка материалов: О. К. Кардакова  

 

 

_____________________________________________________________ 

 

Объем данных 5,57 Мб 

Подписано к использованию 14.11.2019 

_____________________________________________________________ 

 

 
Размещено в открытом доступе 

на сайте www.psu.ru  
в разделе НАУКА / Электронные публикации 

и в электронной мультимедийной библиотеке ELiS 
 
 

Издательский центр 
Пермского государственного 

национального исследовательского университета 
614990, г. Пермь, ул. Букирева, 15 

 

http://www.psu.ru/

