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Ï � Å Ä È Ñ Ë Î Â È Å

Òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÄÓ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-

íîâíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. ×òîáû îõàðàêòå-

ðèçîâàòü åå ìåñòî â ñîâðåìåííîé íàóêå, íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü íåêî-

òîðûå âàæíûå ÷åðòû òåîðèè ÄÓ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ îáøèðíûõ ðàçäå-

ëîâ: òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) è òåî-

ðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ÄÓâ×Ï).

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îòìåòèòü íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü òåîðèè

ÄÓ ñ ïðèëîæåíèÿìè [23℄, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ìàòåìàòèêà äàåò ìåòîä ïðî-

íèêíîâåíèÿ â íåèçâåäàííîå, à èìåííî âîçìîæíîñòü �îðìèðîâàíèÿ è èçó-

÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â åñòåñòâîçíàíèè, ýêîíîìèêå, �èíàíñàõ,

òåõíèêå, òåõíîëîãèè è äð. Ïðè èçó÷åíèè êàêîãî-ëèáî ÿâëåíèÿ íà íà÷àëü-

íîì ýòàïå àíàëèçà èññëåäîâàòåëü ñîçäàåò åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ èäåàëèçà-

öèþ â �îðìå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé îí èñïîëüçóåò îñíîâíûå

çàêîíû, óïðàâëÿþùèå ýòèì ÿâëåíèåì, è ïðåíåáðåãàåò âòîðîñòåïåííûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëåíèÿ. Íåðåäêî ýòè çàêîíû âûðàæàþòñÿ â âèäå ÄÓ.

Òàêèìè îêàçûâàþòñÿ ìîäåëè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è â îáëàñòè ýêîíîìèêè.

Èññëåäóÿ ïîñòðîåííûå ÄÓ âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè, êî-

òîðûå, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ â âèäå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,

ñïåöèàëèñò â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ïîëó÷àåò ñâåäåíèÿ î ÿâ-

ëåíèè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü óçíàòü åãî ïðîøëîå è áóäóùåå. Èçó÷åíèå

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïîçâîëÿåò íå òîëü-

êî ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëåíèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû,

íî è ðàññ÷èòàòü ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè õîä ðåàëüíîãî ïðîöåññà,

÷òî îáåñïå÷èâàåò ïðîíèêíîâåíèå â ñóòü ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé, à èíî-

ãäà îòêðûâàåò äîðîãó ê ïðåäñêàçàíèþ íîâûõ íåèçâåñòíûõ ý��åêòîâ. Ïðè

ýòîì êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè âûáîðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â ëþáîé

îáëàñòè äåÿòåëüíîñòè ñëóæèò ïðàêòèêà, ñîïîñòàâëåíèå äàííûõ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Êóðñ "Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" ÿâëÿåòñÿ îñíî-

âîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ

ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêà" è "Èí�îðìàöèîííûå ñèñòåìû è òåõíîëî-

ãèè", ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíûì òðåáîâàíèÿì ê èõ ïðî�åññèîíàëüíîé

çíàíèÿì è îáåñïå÷èâàåò ïîäãîòîâêó ñòóäåíòîâ áàêàëàâðèàòà ïî îäíîé èç

�óíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, îáåñïå÷èâàþùåé ìîùíûé

àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ, òåõíèêè, ýêîíîìè-

êè, îáùåñòâà è äð. Òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò äèñöèïëèíû èìååò ìíîãî÷èñ-

ëåííûå ïðèëîæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç �óíäàìåíòîâ áóäóùåé ïðàê-
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òè÷åñêîé è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ñïåöèàëèñòà. ÎÄÓ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç

îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ, íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ

ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Îñíîâíàÿ öåëü ïðåïîäàâàíèÿ äèñöèïëèíû "Îáûêíîâåííûå äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" � �îðìèðîâàíèå ó áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ ñî-

âðåìåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé â îáëàñòè ÎÄÓ è ïðàêòè÷åñêèõ íàâû-

êîâ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ òèïîâ ÎËÓ, îçíàêîìëåíèå ñ ïðè-

êëàäíûìè çàäà÷àìè, ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîòîðûõ

èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÎÄÓ.

Çàäà÷è äèñöèïëèíû:

� �îðìèðîâàíèå ïîíèìàíèÿ çíà÷èìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé â åñòåñòâåííîíàó÷íîì îáðàçîâàíèè ñïåöèàëèñòà;

� îçíàêîìëåíèå ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè ÎÄÓ, ìåòîäàìè êà-

÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé;

� âûðàáîòêà íàâûêîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ÄÓ è ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ êî-

ëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ èõ ðåøåíèÿ.

Äèñöèïëèíà "Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" îòíî-

ñèòñÿ ê öèêëó ÅÍ.Ô.1 "Öèêë îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííîíàó÷-

íûõ äèñöèïëèí. Ôåäåðàëüíûé êîìïîíåíò".

Äëÿ èçó÷åíèÿ è óñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè êóðñà "Îáûêíîâåííûå äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" íåîáõîäèìî òâåðäîå çíàíèå áàçîâîãî êóðñà ìà-

òåìàòèêè ñðåäíåé øêîëû, êóðñîâ ëèíåéíîé àëãåáðû, àíàëèòè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Öåëü èçäàíèÿ � ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â �îðìèðîâàíèè èõ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ìûøëåíèÿ, â âûðàáîòêå íàâûêîâ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ îáûêíî-

âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå

ïðîöåññû â åñòåñòâîçíàíèè, ýêîíîìèêå, ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ è òåõíèêå, à

òàêæå ïîìî÷ü â îâëàäåíèè îñíîâàìè òåîðèè ÄÓ, ïîçâîëÿþùèìè îñîçíàí-

íî ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è ðàáîòû, íî è ïî

ìåðå íåîáõîäèìîñòè óãëóáëÿòü è ðàñøèðÿòü èõ ïóòåì ñàìîîáðàçîâàíèÿ.

�àçäåëû ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì òåîðèè ÎÄÓ, êàê ïðà-

âèëî, èçó÷àþòñÿ ñòóäåíòàìè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ñïåöèàëüíîñòåé â

ðàçëè÷íîå âðåìÿ è â ðàçëè÷íîì îáúåìå è ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿ-

ìè îáùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà. Çíà÷åíèå òàêîé òåîðèè î÷åâèäíî: âî-

ïåðâûõ, ýòî íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ñîâðåìåííîãî óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçî-

âàíèÿ; âî-âòîðûõ, â ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷åíîãî è ñïåöèàëè-

ñòà (åñòåñòâåííèêà, ýêîíîìèñòà è ãóìàíèòàðèÿ) íå îáîéòèñü áåç ìîäåëåé

â �îðìå ÄÓ. Òàêèì îáðàçîì, ñòóäåíò äîëæåí îçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâíû-

ìè ïîñòàíîâêàìè çàäà÷, ïðèâîäÿùèìè ê ÄÓ, èõ ðàçëè÷íûìè , à òàêæå
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ïðèîáðåñòè áàçîâûå íàâûêè ïî òî÷íîìó è ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ ÎÄÓ

ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ýòî íåïðîñòàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëîæ-

íîñòüþ ðàñïîçíàâàíèÿ òèïà êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæåò áûòü ðåøåíà

òîëüêî â ðåçóëüòàòå êðîïîòëèâîãî òðóäà.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî îáðàçöîâ ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû ïî òåîðèè

ÄÓ; çíà÷èòåëüíûé ïåðå÷åíü èõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå ïîñîáèÿ. Îäíàêî ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì äàòü ñòóäåíòàì ñèñòåìàòè÷åñêîå è öåëüíîå èç-

ëîæåíèå êóðñà, êîòîðîå,ïî ñâîåìó îáúåìó áûëî áû äîñòàòî÷íûì äëÿ óñâî-

åíèÿ îñíîâ òåîðèè ÄÓ è ñëóæèëî òåîðåòè÷åñêîé áàçîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ

çàíÿòèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îðèåíòèðîâàëî áû ñòóäåíòîâ â âûáîðå êíèã

äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî óãëóáëåíèÿ è ðàñøèðåíèÿ ñâîèõ çíàíèé. Âìåñòå ñ

òåì ñâîáîäíûé, ñàìîñòîÿòåëüíûé âûáîð ìîæíî òîëüêî ïðèâåòñòâîâàòü.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

ÎÄÓ, äàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâ-

ëåíî ââåäåíèå â òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè è ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ

çàäà÷. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà òèïîâûõ

çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ÄÓ, ïðåäëîæåíû ïðèìåðû äëÿ àóäèòîðíûõ è ñàìîñòî-

ÿòåëüíûõ ðàáîò.

Äîáàâëåíèå â òåêñò ïîñîáèÿ êîðîòêîé ñïðàâêè ïî ïðèìåíåíèþ ïàêå-

òîâ Axiom, Mathemati
a, Maple, Maxima è Matlab äëÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓ

ïðîäèêòîâàíî òåì, ÷òî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, çíàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îä-

íîãî êîìïüþòåðíîãî ïàêåòà ñèìâîëüíûõ âûêëàäîê (ïàêåòà êîìïüþòåðíîé

àëãåáðû, ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ÑÀÂ) íåîáõîäèìî äëÿ ñî-

âðåìåííîãî ñòóäåíòà � áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà è èññëåäîâàòåëÿ. ×òî êàñà-

åòñÿ òåîðèè ÄÓ òàêîå äîáàâëåíèå ñâÿçàíî è ñ òåì, ÷òî ðÿä åùå íåäàâíî

÷èñòî òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñ ïîÿâëåíèåì ÑÀÂ

ïðèîáðåë ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ñîäåðæàíèå ïîñîáèÿ ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò ïðîãðàììå êóðñà ÎÄÓ äëÿ

ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèé "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêà" è "Èí-

�îðìàöèîííûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè" . Ó÷åáíîå ïîñîáèå ìîæåò áûòü ïî-

ëåçíûì ñòóäåíòàì è äðóãèõ íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé îáó÷åíèÿ, à

òàêæå ïðåïîäàâàòåëÿì, ÷èòàþùèì ëåêöèè è ïðîâîäÿùèì ïðàêòè÷åñêèå

çàíÿòèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçäåëàì êóðñà.

Ñòðóêòóðà èçäàíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îòîáðàæåíà â îãëàâëåíèè.

Ïðè ññûëêå íà îòäåëüíûå ÷àñòè ïîñîáèÿ èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû "ðàç-

äåë", "ïîäðàçäåë", "ïóíêò", "ïîäïóíêò". Ññûëêè íà �îðìóëû äàþòñÿ êàê

(X.Y), ãäå X � íîìåð ðàçäåëà, Y � íîìåð �îðìóëû ïî ïîðÿäêó â ðàçäå-

ëå. Ñèìâîëû ◭ è ◮ óêàçûâàþò íà íà÷àëî è êîíåö ðåøåíèÿ ïðèìåðà èëè

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ó÷åáíûå ïðîãðàììû ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ñâÿçàí-
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íûõ ñ èçó÷åíèåì òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

äëÿ ñòóäåíòîâ ðàçíûõ íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé ñóùåñòâåííî ðàç-

ëè÷àþòñÿ, â ïîñîáèè îòäåëüíûå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû, èìåþùèå ïîâû-

øåííóþ ñëîæíîñòü èëè âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû äåéñòâóþùèõ â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íîðìàòèâíûõ äîêóìåíòîâ, íî âàæíûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîâðåìåííûõ

çàäà÷ òåîðèè ÎÄÓ, îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé (*).
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è åñòåñòâåííûõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, òåõíè÷å-

ñêèõ, ãóìàíèòàðíûõ è äðóãèõ íàóê ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ

ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé è/èëè èõ ñèñòåì, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûìè ÿâëÿ-

þòñÿ �óíêöèè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå

óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ �óíêöèîíàëüíûìè [24℄.

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà êëàññû:

1) ÷èñòî �óíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ;

2) äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (îáûêíîâåííûå, â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ);

3) èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (
 îäíîé è íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè

ïåðåìåííûìè);

4) èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (îáûêíîâåííûå, â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ).

Ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò ñîñòîÿòü èç óðàâíåíèé

ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè èëè ãèáðèä-

íûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÄÓ) íàçûâàåòñÿ

çàâèñèìîñòü, ñâÿçûâàþùàÿ íåèçâåñòíûå �óíêöèè, èõ àðãóìåíòû è ïðîèç-

âîäíûå îò íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïî ýòèì àðãóìåíòàì (èëè äè��åðåíöè-

àëû íåèçâåñòíûõ �óíêöèé).

Èç ýòîé çàâèñèìîñòè íåîáõîäèìî íàéòè îäíó èëè íåñêîëüêî íåèçâåñò-

íûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé èç ÄÓ

íàçûâàåòñÿ èõ ðåøåíèåì èëè èíòåãðèðîâàíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ îáûê-

íîâåííûìè, åñëè íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâèñÿò îò îäíîãî àðãóìåíòà, è

óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâèñÿò

îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ (äâóõ èëè áîëåå), ò.å. ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò

íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xn, íåèçâåñòíûå �óíêöèè u1, u2, ...,
um ýòèõ ïåðåìåííûõ è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî òåì æå ïåðåìåííûì

äî k-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 1.4.Èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ÈÓ) íàçûâàþò �óíê-

öèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ íàõîäèòñÿ ïîä

çíàêîì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. ÈÓ íàçûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè, åñ-

ëè íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâèñÿò îò îäíîãî àðãóìåíòà, è óðàâíåíèÿìè â
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâèñÿò îò íåñêîëüêèõ

àðãóìåíòîâ (äâóõ èëè áîëåå).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ê èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ÈÄÓ)

îòíîñÿò òàêèå �óíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ �óíê-

öèÿ è åå ïðîèçâîäíûå ïðèñóòñòâóþò êàê ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, òàê è ïîä

çíàêîì äè��åðåíöèàëà èëè ïðîèçâîäíîé. ÈÄÓ íàçûâàþòñÿ îáûêíîâåí-

íûìè, åñëè íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâèñÿò îò îäíîãî àðãóìåíòà, è óðàâ-

íåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâèñÿò îò

íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ (äâóõ èëè áîëåå).

Ïðèìåð 1.1. Óðàâíåíèå y′′ + sin y = 0 � îáûêíîâåííîå äè��åðåíöè-

àëüíîå (íåëèíåéíîå, âòîðîãî ïîðÿäêà);

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= a2

∂2u

∂x2
(a > 0)

� óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (Áþðãåðñà);

y(x) +

∫ x

a

K(x, τ) y(τ) dτ = f(x)

� (îáûêíîâåííîå) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà);

y′(x) + k(x) y(x) +

∫ x

a

K(x, τ) y(τ) dτ = f(x)

� (îáûêíîâåííîå) èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. ◮

Çàìå÷àíèå. Êóðñ ïîñâÿùåí òîëüêî îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿì. Ïîýòîìó äàëåå, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì,

îíè íàçûâàþòñÿ ïðîñòî "äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè".

1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì

Íà÷íåì ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è.

1°. Çàäà÷à î êðèâîé. Íàéòè êðèâóþ, ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé ïå-

ðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå ñ àáñöèññîé, êîòîðîé âäâîå ìåíüøå àáñöèññû

òî÷êè êàñàíèÿ.

◭ Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé â âèäå y = y(x). Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå

M(x, y) ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå K. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

MPK (ðèñ. 1.1) èçâåñòåí êàòåò PM = y è tgα = y′ (èç ãåîìåòðè÷åñêîãî
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1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

K x

0

P

y

α

M(x,y)

�èñ. 1.1

ñìûñëà ïðîèçâîäíîé). ÏîýòîìóKP = PM/ tgα = y/y′. Ïî óñëîâèþKP =
= OK = OP/2, ò.å. y/y′ = x/2, èëè y′/y = 2/x.

�åøèòü ýòî óðàâíåíèå ìîæíî òàê:

dy

y
=

2 dx

x
=⇒

∫
dy

y
=

∫
2 dx

x
+ ln |C| =⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C|.

Âûðàæàÿ y èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âèäå:

y = C x2, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè C = 0, òî y = 0 � óðàâ-

íåíèå ïðÿìîé, íî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Ïîýòîìó èñêîìûå

êðèâûå y = C x2 (C 6= 0) � ïàðàáîëû. ◮

2°. Çàäà÷à î ðàäèîàêòèâíîì ðàñïàäå. Èìååòñÿ m0 ãðàììîâ ðàäèîàê-

òèâíîãî âåùåñòâà, ïåðèîä ïîëóðàñïàäà êîòîðîãî (âðåìÿ, çà êîòîðîå ðàñ-

ïàäåòñÿ ðîâíî ïîëîâèíà âåùåñòâà) � T ëåò. Íàéòè çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà

íåðàñïàâøåãîñÿ âåùåñòâà îò âðåìåíè t.
◭ Îïûòíûì ïóòåì óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé çàêîí ðàäèîàêòèâíîãî ðàñ-

ïàäà: êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, ðàñïàâøåãîñÿ çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè

∆t, ïðèáëèæåííî ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî äëèòåëüíîñòè ýòîãî ïðîìåæóò-
êà è íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó íåðàñïàâøåãîñÿ âåùåñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ íàëè÷íîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ìîìåíò

âðåìåíè t ÷åðåç m, êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, ðàñïàâøåãîñÿ çà ïðîìåæóòîê

âðåìåíè ∆t (îò ìîìåíòà âðåìåíè t äî ìîìåíòà âðåìåíè t+∆t), ÷åðåç ∆m,
èìååì â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà

∆m = −km∆t, (1.1)
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

ãäå k � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Âñëåäñòâèå òîãî

÷òî ñ óâåëè÷åíèåì t ìàññà m óáûâàåò (∆m < 0), k ïîëîæèòåëüíî.
Óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà ëèøü

ïðèáëèæåííî è òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ∆t. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷-
íîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðîöåññ, äåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòî-

ãî óðàâíåíèÿ íà ∆t è ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0. Âñëåäñòâèå òîãî
÷òî

lim
∆t→0

∆m

∆t
=
dm

dt
,

ò.å. â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåë ðàâåí ñêîðîñòè ðàäèîàêòèâíîãî ðàñ-

ïàäà, ïðèõîäèì ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dm

dt
= −km. (1.2)

Ýòî äîñòàòî÷íîå ïðîñòîå óðàâíåíèå, è èç íåãî íåòðóäíî íàéòè íåèçâåñò-

íóþ �óíêöèþ m(t).
Äëÿ åå îòûñêàíèÿ ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.2) íà m è óìíî-

æèì íà dt:

dm

m
= −k dt. (1.3)

Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åí äè��åðåíöèàë �óíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò

m (d [lnm]), â ïðàâîé � äè��åðåíöèàë �óíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò

t ( d [−k t] ). Õîòÿ m è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò t, íî â ñèëó ñâîéñòâà èíâàðè-
àíòíîñòè �îðìû äè��åðåíöèàëà èç ðàâåíñòâà äè��åðåíöèàëîâ �óíêöèé

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñàìè �óíêöèè äîëæíû îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî

íà ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäóþ èç îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-

íåíèÿ (1.3) ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ñâîåìó àðãóìåíòó, äîáàâëÿÿ â îäíó

èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ (êîòîðóþ â äàííîì ñëó÷àå

óäîáíî çàïèñàòü â âèäå ln C, C > 0):

∫
dm

m
= −

∫
k dt+ ln C,

èëè

lnm = −k t+ ln C.

Ïîòåíöèðóÿ, íàõîäèì m:

m = C e−kt. (1.4)
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1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ïîñòîÿííóþ C ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè áûëî m0 ãðàììîâ âåùåñòâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíî-

ìó ìîìåíòó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå t = 0. Òîãäà ïîëàãàÿ t = 0, m = m0 â

ðàâåíñòâå (1.4), íàéäåì, ÷òî C = m0, à âåëè÷èíó ìàññû m çàïèøåì òàê:

m = m0 e
−kt. (1.5)

Êîý��èöèåíò k ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïåðèîä ïîëóðàñïàäà T : èç óñëîâèé
çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïðè t = T âåðíî ðàâåíñòâî m(T ) = m0/2, ïîýòîìó

m0

2
= m0 e

−kt,

îòêóäà íàõîäèì (ïðè m0 > 0), ÷òî k = ln 2/T .
Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïðîöåññ ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà îïè-

ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì çàêîíîì çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà íåðàñïàâøåãîñÿ

ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà îò âðåìåíè:

m = m0 exp
(
− t

T
ln 2

)
. ◮

Íà ýòîì ïðîñòîì ïðèìåðå ïîêàçàíî, êàê îáû÷íî ïîëó÷àþò äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è êàê èõ ðåøàþò. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðè âûâîäå

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â íàóêå è òåõíèêå áåðåòñÿ çà îñíîâó íåêî-

òîðûé îáùèé �èçè÷åñêèé èëè èíîé çàêîí, èìåþùèé äè��åðåíöèàëüíûé

õàðàêòåð (äè��åðåíöèàëüíûé çàêîí), ò.å. ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå áåñ-

êîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí.

Èäåÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàê ðàç è ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçìåíåíèé äàííûõ âåëè÷èí ìîæ-

íî îãðàíè÷èòüñÿ èõ ãëàâíûìè ÷àñòÿìè, ïðåíåáðåãàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè

âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èíòå-

ãðàëüíûé çàêîí, ñâÿçûâàþùèé êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí,

3°. Òåêó÷åñòü ðàáî÷åé ñèëû. Îäíèì èç ïîêàçàòåëåé òåêó÷åñòè ðàáî÷åé

ñèëû ìîæåò ñëóæèòü îòíîøåíèå ÷èñëà âûáûâøèõ çà ãîä ðàáî÷èõ ê èõ

ñðåäíåãîäîâîìó ÷èñëó. Ïóñòü êîý��èöèåíò òåêó÷åñòè ðàâåí µ. Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

÷èñëî ðàáî÷èõ y íå óñïåâàåò "çàìåòíî" èçìåíèòüñÿ, óáûâàåò èõ ÷èñëî,

ïðîïîðöèîíàëüíîå ýòîìó ÷èñëó y è âåëè÷èíå èíòåðâàëà âðåìåíè ∆t ñ êî-
ý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè µ.

Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò îá óáûâàíèè, òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,

èìååì ðàâåíñòâî

∆y = −µ y∆t. (1.6)

11



1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîâîäÿ òå æå îïåðàöèè, ÷òî è âûøå, ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå âèäà

dy

dt
= −µ y,

èç êîòîðîãî òàêæå ìîæíî íàéòè �óíêöèþ y:

y = y0 e
−µt. ◮

Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëè ïðîöåññîâ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíàíèÿ íåðåä-

êî îïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðè

ýòîì ìàòåìàòèêà, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ, àáñòðàãèðóÿñü îò ñó-

òè êîíêðåòíûõ çàäà÷, äàåò ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ðåøåíèÿ ýòèõ

çàäà÷.

4°. Ïåðåäà÷à çíàíèé. Ïóñòü èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü èç N ñòóäåíòîâ, êî-

òîðûì íóæíî ñîîáùèòü ñïîñîá ðåøåíèÿ êàêîé-ëèáî çàäà÷è. Ïóñòü ÷àñòü

èõ � x (0 < x < N) � óæå çíàåò ýòîò ñïîñîá. Âñÿêèé ðàç, êîãäà êòî-íèáóäü

èç çíàþùèõ âñòðå÷àåòñÿ ñ êåì-íèáóäü èç îñòàëüíûõ, îí åìó ñîîáùàåò ýòîò

ñïîñîá. ×èñëî òàêèõ âñòðå÷ (è ïåðåäà÷ çíàíèé) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîïîð-

öèîíàëüíûì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëó óæå çíàþùèõ äàííûé ñïîñîá x, ñ
äðóãîé ñòîðîíû � ÷èñëó åùå íå çíàþùèõ åãî N − x è äëèòåëüíîñòè ïðî-

ìåæóòêà âðåìåíè ∆t. Òàêèì îáðàçîì

∆x = k x (N − x)∆t.

Äåëÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ∆t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0,
ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

dx

dt
= k x (N − x).

Åñëè óìíîæèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà dt, à çàòåì èõ ðàçäåëèòü íà x (N−
− x), òî ïîëó÷èì

dx

x (N − x)
= k dt.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Ïðè ýòîì ñïðàâà ïîëó-

÷èì k t+ C, à ñëåâà �
∫

dx

x (N − x)
=

1

N

∫ ( 1

x
+

1

N − x

)
dx =

1

N
ln

x

N − x
.
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1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Òàêèì îáðàçîì,

1

N
ln

x

N − x
= k t+ C,

èëè

x

N − x
= exp

(
k N t+ CN

)
.

�àçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x è îáîçíà÷àÿ kN ÷åðåç a, à
eCN

� ÷åðåç A, ïîëó÷èì

x = N
Aeat

Aeat + 1
=

N

1 + p e−at
, (1.7)

ãäå p = 1/A.

O x

y

�èñ. 1.2

Óðàâíåíèå (1.7) â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò óðàâíåíèåì

"ëîãèñòè÷åñêîé" êðèâîé. Åå âèä èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.2. ◮

�åøåíèå çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî, åñòåñòâåííîíàó÷íîãî è ýêîíîìè÷å-

ñêîãî õàðàêòåðà, ïðåäïîëàãàþùèõ ñîñòàâëåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, íåðåäêî âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñïåöè-

�èêà êîíêðåòíûõ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ èëè ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóåò

çíàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàêîíîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, è

òåì, ÷òî íåëüçÿ äàòü óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ñîñòàâëåíèÿ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, ïðèãîäíîãî âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî ìîæíî ïðåäëîæèòü

íåêîòîðûå îáùèå ðåêîìåíäàöèè ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè ñîñòàâëåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èç

óñëîâèé çàäà÷ èç óêàçàííûõ îáëàñòåé ÷àñòî ïðèõîäÿò ê îäíîìó èç ñëåäó-

þùèõ òðåõ âèäîâ óðàâíåíèé: 1) ÄÓ â äè��åðåíöèàëàõ; 2) ÄÓ â ïðîèç-

âîäíûõ; 3) ïðîñòåéøèì ÈÓ ñ ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì èõ â ÄÓ.

�àññìîòðèì, êàê ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ

âèäîâ.

1°. Óðàâíåíèÿ â äè��åðåíöèàëàõ. Ýòîò òàê íàçûâàåìûé äè��åðåí-

öèàëüíûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç óñëîâèé çàäà÷è ñîñòàâëÿåòñÿ

ïðèáëèæåííûì ïóòåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó äè��åðåíöèàëàìè. Ïðè ýòîì

äåëàþòñÿ äîïóùåíèÿ, óïðîùàþùèå çàäà÷ó è âìåñòå ñ òåì íå îòðàæàþùè-

åñÿ íà ðåçóëüòàòàõ. Íàïðèìåð, áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èí

çàìåíÿþòñÿ èõ äè��åðåíöèàëàìè, íåðàâíîìåðíî ïðîòåêàþùèå â òå÷åíèå

ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïðîöåññû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðàâíîìåð-

íûå, èçìåíÿþùèåñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ýòè äîïóùåíèÿ íå îòðà-

æàþòñÿ íà ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî çàìåíà ïðè-

ðàùåíèé äè��åðåíöèàëàìè ñâîäèòñÿ ê îòáðàñûâàíèþ áåñêîíå÷íî ìàëûõ

âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òàê êàê îòíîøåíèå äè��åðåíöèàëà �óíêöèè ê äè��å-

ðåíöèàëó àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì îòíîøåíèÿ èõ ïðèðàùåíèé, òî, ïî

ìåðå òîãî êàê ïðèðàùåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íàøè äîïóùåíèÿ âûïîëíÿ-

þòñÿ âñå ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ. Ïîýòîìó ïîëó÷àþùèåñÿ ÄÓ îêàçûâàþòñÿ

òî÷íûìè.

2°. Óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîäíûõ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñîñòàâèòü

ÄÓ, êóäà âìåñòî äè��åðåíöèàëîâ âõîäÿò ïðîèçâîäíûå, ðàññìàòðèâàå-

ìûå êàê ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, èñïîëü-

çóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé (óãëîâîé êîý��èöèåíò êàñà-

òåëüíîé) è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé (ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ íå-

ðàâíîìåðíîãî ïðîöåññà). Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âèäîèçìåíåíèåì äè��å-

ðåíöèàëüíîãî ìåòîäà, îòñóòñòâèå â íåì áåñêîíå÷íî ìàëûõ òîëüêî êàæó-

ùååñÿ: â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ ãîòîâîå ïîíÿòèå ñêîðîñòè

èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû, êîòîðîå ñàìî ïîÿâèëîñü èç àíàëèçà áåñêîíå÷íî ìà-

ëûõ âåëè÷èí.

3°. Ïðîñòåéøèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. ÈÓ, â ÷àñòíîñòè, âîçíèêà-

þò, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

êàê ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè èëè ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå èíòå-

ãðàëüíûå �îðìóëû (äëèíà äóãè, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, îáúåì

òåëà è ò.ä.). Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ïóòåì äè��åðåíöèðîâàíèÿ óäàåòñÿ

ïðåîáðàçîâàòü ÈÓ â ÄÓ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ÎÄÓ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êðèâûå
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1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

ñåìåéñòâà

F (x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0, (1.8)

íåîáõîäèìî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî (1.8) n ðàç, ñ÷èòàÿ y �óíê-
öèåé îò x, à çàòåì èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèÿ (1.8) èñêëþ÷èòü

ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ïðèìåð 1.2.Ïîñòðîèòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà êðè-

âûõ y = cos(x+ C).
◭ Ïåðåïè
ûâàòü óðàâíåíèå ñåìåéñòâà â âèäå (1.8) íå òðåáóåòñÿ. Ïðî-

äè��åðåíöèðóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå îäèí ðàç ïî x: y′ = − sin(x + C).
Òåïåðü âîçâåäåì îáå ÷àñòè îáîèõ óðàâíåíèé â êâàäðàò è ñëîæèì, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì èñêîìîå ÎÄÓ: y′2 + y2 = 1. ◮

1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Íàèáîëåå îáùèì âèäîì îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ñ îäíîé íåèçâåñòíîé �óíêöèåé áóäåò ñëåäóþùèé:

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0, (1.9)

èëè

F (x, y, dy, d2y, ..., dny) = 0. (1.10)

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ F îïðåäåëåíà ïðè x ∈ (x∗, x
∗).

Çàìå÷àíèå. ×àñòî, îñîáåííî â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðîèçâîä-

íûå ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t (èíòåðïðåòèðóåìîé êàê âðåìÿ) îáîçíà-

÷àþòñÿ òàê: y′t = ẏ, y′′tt = ÿ è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîðÿäîê ñòàðøåé âõîäÿùåé â óðàâíåíèå ïðîèçâîä-

íîé (èëè äè��åðåíöèàëà) íåèçâåñòíîé �óíêöèè íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì

ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1.9) è (1.10) � n-ãî ïîðÿäêà; óðàâíåíèÿ,

ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðàõ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, � ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êîíå÷íî, ïðè ýòîì �óíêöèÿ F íå îáÿçàíà çàâèñåòü îò âñåõ âûïèñàííûõ

âåëè÷èí; òàê â óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + y = 0

íå âõîäÿò ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ è íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïðåäåëåíèå 1.7. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.9) íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíûì, åñëè ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

a0(x) y
(n) + a1(x) y

(n−1) + ...+ an−1(x) y
′ + an(x) y = f(x), (1.11)

ãäå åãî ëåâàÿ ÷àñòü � ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íîé �óíêöèè y è åå ïðîèçâîäíûõ y, y′, y′′, ..., y(n), à f(x), ïðàâàÿ ÷àñòü,
èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ, � ïîñòîÿííàÿ, ëèíåéíàÿ èëè íåëèíåéíàÿ

�óíêöèÿ òîëüêî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x. Ôóíêöèè a0(x), a1(x), ...,
an(x), îáû÷íî îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå íà íåêîòîðîì îáùåì èíòåð-

âàëå, íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïðàâàÿ

÷àñòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî óðàâíåíèå íà-

çûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Âñÿêàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå

(x∗, x
∗) è ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå íà ìåñòî íåèçâåñòíîé �óíêöèè

îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî ïðè ëþáîì x ∈ (x∗, x
∗), íàçûâàåòñÿ

ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1.3.Ôóíêöèÿ y = sinx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà

y′′ + y = 0, (1.12)

÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé. ◮

Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíàÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ � îòûñêàíèå

�óíêöèè y, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà äàííîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè, �

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðîñòåéøåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ =
= f(x).

�àññìîòðåííûå â ïîäðàçäåëå 1.2 ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå ïðî-

ñòåéøèå ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò íå îäíî, à áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ðåøåíèé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ

�óíêöèé âõîäÿò ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C, êîòîðûì ìîæíî ïðèäàòü

ëþáîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå. Òåì áîëåå ýòî âåðíî äëÿ óðàâíåíèé áîëåå âû-

ñîêèõ ïîðÿäêîâ: åñëè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäíî

ðåøåíèå, òî ðåøåíèé ó íåãî áóäåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 1.4. Äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ + y = 0 ðåøåíèÿìè áóäóò è âñåâîç-

ìîæíûå �óíêöèè âèäà y = C sinx, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. ◮

Îáû÷íî, êîãäà çàäàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñòàâèòñÿ çà-

äà÷à îòûñêàíèÿ âñåõ åãî ðåøåíèé.
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1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ñ îáùåéæå òî÷êè çðåíèÿ, ãëàâíàÿ çàäà÷à òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñîñòîèò â:

1) óñòàíîâëåíèè òîãî, èìåþò ëè ýòè óðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ;

2) îïèñàíèè âñåõ ðåøåíèé;

3) îïðåäåëåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ îäíîçíà÷íî ðàçðå-

øèìû.

Íî, êîãäà ðåøàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî êîíêðåòíàÿ çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê

äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ÷àùå âñåãî íà èñêîìóþ �óíêöèþ íà-

êëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûì ýòà �óíêöèÿ

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Òàêèå óñëîâèÿ

íàçûâàþò íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Åñëè óñëîâèÿ çàäàíû ïðè íåñêîëüêèõ

çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, òî èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Êîíêðåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå

çàäàííûì óñëîâèÿì (íà÷àëüíûì èëè êðàåâûì), íàçûâàþò ÷àñòíûì ðå-

øåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ,

âûðàæåííûõ ÿâíî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè, íàçûâàåòñÿ îáùèì

ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà îáùåå ðåøåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü n
íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ò.å. èìåòü âèä

y = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn) (1.13)

(òàê êàê ÷àùå âñåãî îíî íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå n ïîñëåäîâàòåëüíûõ èí-

òåãðèðîâàíèé).

Íåçàâèñèìîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíó èç

íèõ íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç äðóãèå èëè ÷åðåç ìåíüøåå ÷èñëî íîâûõ è òåì

ñàìûì óìåíüøèòü èõ ÷èñëî.

Ïðèìåð 1.5. Îáùèì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.12)

áóäåò �óíêöèÿ

y = C1 cosx+ C2 sinx. ◮

Îïðåäåëåíèå 1.11. �åøåíèå óðàâíåíèÿ â íåÿâíîé �îðìå

Φ(x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0 (1.14)

íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðèìåð 1.6. Îáùèì èíòåãðàëîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ + y = 0

áóäåò ñîîòíîøåíèå

y − C1 cosx− C2 sinx = 0. ◮

×àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèäàòü êàæäîé ïðîèçâîëü-

íîé ïîñòîÿííîé C1, C2, ..., Cn êîíêðåòíåå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.12. �ðà�èê êàæäîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ èí-

òåãðàëüíîé êðèâîé.

Óðàâíåíèå òàêîé êðèâîé � ýòî óðàâíåíèÿ (1.13) è (1.14) ïðè êîíêðåò-

íûõ Ci, i = 1, 2, ..., n.

Ïðèìåð 1.7. y∗ = cosx � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′+y = 0. Çäåñü
C1 = 1, C2 = 0. ◮

Äëÿ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÷àùå âñåãî çàäàþòñÿ
òàê: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) (èëè (1.10)), êîòîðîå

ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà x ïðèíèìàåò âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèç-

âîäíûìè äî (n−1)-ão ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íàïåðåä çàäàííûå çíà÷åíèÿ:

y = y0, y′ = y′0, ... y(n−1) = y
(n−1)
0 ïðè x = x0. (1.15)

Îïðåäåëåíèå 1.13. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì âèäà (1.15), íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è Êîøè.

Âñëåäñòâèå òîãî ÷òî îáùåå ðåøåíèå (1.10) ñîäåðæèò n ïðîèçâîëüíûõ

ïîñòîÿííûõ, íàëîæåííûõ n ñîîòíîøåíèé (1.15) êàê ðàç äîñòàòî÷íî (âî

âñÿêîì ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíî) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ è òåì

ñàìûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.14. �åøèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � ýòî çíà-

÷èò:

à) íàéòè åãî îáùåå ðåøåíèå èëè îáùèé èíòåãðàë (åñëè íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ íå çàäàíû);

á) íàéòè òî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ).

Ïðèìåð 1.8. Êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïîêàçàíî ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è î ðàäèîàêòèâíîì ðàñïàäå. ◮
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1.3. Óïðàæíåíèÿ

1.3. Óïðàæíåíèÿ

Àóäèòîðíîå çàíÿòèå

1°. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ðåøåíèÿìè çàäàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñëåäóþùèå �óíêöèè (C, C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå):

01. y y′ = x, y =
√

x2 + C. 02. y′′ + 2 p y′ + (p2 + q2) y = 0,

y = e−px (C1 cos q x+ C2 sin q x
)

.

03. x y′ = y tg(ln y), y = earcsinx. 04. y′ =
y

x (ln x− ln y)
, x = y eCy+1.

2°. Ñîñòàâèòü îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âñåõ ïðÿìûõ íà

ïëîñêîñòè XOY .
3°. Ñîñòàâèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âñåõ îêðóæíîñòåé íà ïëîñêî-

ñòè XOY .

Âíåàóäèòîðíîå çàíÿòèå

1°. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ðåøåíèÿìè çàäàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñëåäóþùèå �óíêöèè (C, C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå):

01. y2 − x2 − 2 x y y′ = 0, 02. y′′ − 2 y′ + y = 0, y = ex (C1 + C2 x).

x2 + y2 − 2 C x = 0.

03. y′′ = x2 + y2, y = 1/x. 04. (x+ y) dx+ x dy = 0, y =
C2 − x2

2 x
.

2°. Ñîñòàâèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé x2 +
y2 = 2 C x. Èçîáðàçèòü îêðóæíîñòè äëÿ çíà÷åíèé C = ±1, C = ±2. Ïîñòðîèòü
èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè A(3, 0), B(−1/2, 1/2).

3°. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé, êîòîðûå êàñàþòñÿ îñè OX
è öåíòð êîòîðûõ ëåæèò íà ïðÿìîé y = x. Ïîñòðîèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ýòîãî ñåìåéñòâà.
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2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î

ÏÎ�ßÄÊÀ

2.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñòðóêòóðà

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F (x, y, y′) = 0. (2.1)

Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

y′ = f(x, y). (2.2)

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàçðåøåíî îò-

íîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, z) çàäàíà â íåêî-
òîðîé îáëàñòè AA òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è íåïðåðûâíà â íåé âìåñòå ñî

ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè F ′
y è F ′

z .

Îïðåäåëåíèå 2.1. �åøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) íà-

çûâàåòñÿ ëþáàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíê-

öèþ y = y(x), çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ýòîìó óðàâíåíèþ.

Ïðè ýòîì êàæäîå ðåøåíèå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîé èíòåðâàë, ãäå

îíî çàäàíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñòåïåíüþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, àëãåá-

ðàè÷åñêîãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ýòîé

ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïîñëå òîãî, êàê óðàâíåíèå îñâîáîæäåíî îò äðîáåé è

êîðíåé.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äâà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ

F1(x, y, z) = 0, F2(x, y, z) = 0 (2.3)

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íà îáëàñòè AA òî÷åê (, y, z), åñëè èç òîãî,

÷òî òî÷êà (, y, z) ∈ AA óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ýòèõ óðàâíåíèé, ñëåäóåò,

÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è äðóãîìó.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñîîòâåòñòâåííî äâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ

F1(x, y, y
′) = 0, F2(x, y, y

′) = 0 (2.4)
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2.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñòðóêòóðà

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â îáëàñòè AA, åñëè ýêâèâàëåíòíû â AA àëãåá-

ðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (2.4).

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå y(x), x ∈ (a, b),
(
x, y(x), y′(x)

)

∈ AA, îäíîãî èç äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àâòîìàòè÷åñêè åñòü ðåøå-

íèå äðóãîãî. Îáû÷íî ýêâèâàëåíòíûå íà îáëàñòè AA äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàäî ñëåäèòü,

÷òîáû ïîëó÷àåìîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áûëî ýêâèâàëåíòíûì (â

AA) ïðåæíåìó. Èëè ïî êðàéíåé ìåðå íàäî �èêñèðîâàòü, êàêèå èç ðåøåíèé

ìîãóò èñ÷åçíóòü èëè äîáàâèòüñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.5.Òî÷êà P0(x0, y0) ∈ AA íàçûâàåòñÿòî÷êîé åäèíñòâåí-

íîñòè ÎÄÓ (2.2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ε-îêðåñòíîñòü SS(P0, ε) ⊂ AA ýòîé

òî÷êè, ÷òî âíóòðè SS(P0, ε) ÷åðåç òî÷êó P0 ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ÎÄÓ (2.2).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îáëàñòü BB ⊂ AA, ñïëîøü ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê åäèí-

ñòâåííîñòè ÎÄÓ (2.2), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ åäèíñòâåííîñòè óðàâíåíèÿ

(2.2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äâà ëþáûõ ðåøåíèÿ ÎÄÓ (2.2) èç îáëàñòè BB,

ñîâïàäàþùèå â íåêîòîðîé òî÷êå, ñîâïàäàþò âñþäó â îáëàñòè BB.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Òî÷êà P0(x0, y0) íàçûâàåòñÿòî÷êîé íååäèíñòâåííî-
ñòè ÎÄÓ (2.2), åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ÷åðåç íåå ïðîõîäèò

áîëåå îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé ÎÄÓ (2.2).

Îïðåäåëåíèå 2.8. Çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2) âìåñòå ñ íà÷àëü-

íûì óñëîâèåì

y
∣∣
x=x0

= y0 èëè y(x0) = y0, (2.5)

ãäå x0 è y0 � çàäàííûå âåëè÷èíû, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè, à ñàìî ðå-

øåíèå � ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 2.9. �îâîðÿò, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.2), (2.5) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå h > 0, ÷òî â èíòåðâàëå (x0 −
h, x0 + h) îïðåäåëåíà �óíêöèÿ y = ϕ(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

(2.2), (2.5), è íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå áûëî áû îïðåäå-

ëåíî íà èíòåðâàëå (x0 − h, x0 + h) è íå ñîâïàäàëî áû ñ ðåøåíèåì y = ϕ(x)
õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà, îòëè÷íîé îò òî÷êè x0.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Òåîðåìà 2.1 (Ïåàíî). Ïóñòü â óðàâíåíèè (2.2) �óíêöèÿ f(y, x) íåïðå-
ðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè DD =

{
(x, y) | |x−

x0| 6 a, |y − y0| 6 b
}
⊂ R2

, ñîäåðæàùåé òî÷êó (x0, y0), à M � ìàêñèìóì

|f(t, x)| â ýòîé îáëàñòè. Åñëè h = min
(
a, b

M

)
, òî íà îòðåçêå [x0 − h, x0 + h]

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2), óäîâëåòâîðÿ-

þùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.5).

Îïðåäåëåíèå 2.10. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî y â îáëàñòè DD =

{
(x, y) | |x−x0| 6 a, |y−y0| 6 b

}
⊂ R2

, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî L, ÷òî äëÿ âñåõ (x, y1), (x, y2) ∈
DD âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x, y1)− f(x, y2)| 6 L |y1 − y2|. (2.6)

Òåîðåìà 2.2 (Ïèêàðà). Ïóñòü äàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.5). Ïóñòü �óíêöèÿ f(y, x), íåïðåðûâíàÿ �óíê-

öèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ â çàìêíóòîé îáëàñòè DD =
{
(x, y) | |x − x0| 6 a, |y −

y0| 6 b
}
⊂ R2

, ïðè÷åì |f(t, x)| 6 M â ýòîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëèïøèöà (2.6). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = ϕ(x)
óðàâíåíèÿ (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.5), îïðåäåëåí-

íîå è íåïðåðûâíîå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x èç îòðåçêà [x0 − h, x0 + h], ãäå
h = min

(
a, b

M

)
.

◭ Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â ïîäðàçäåëå 2.7. ◮

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ïèêàðà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ò.å. óòâåð-

æäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òîëüêî â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äàåò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè, êîòîðûå ìîæíî óñèëèòü, çàìåíèâ óñëîâèå Ëèïøèöà òåì,

÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′
y(x, y), îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè DD, íåïðåðûâíà â íåé.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x), ãðà�èê êîòîðîé ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó (x0, y0).
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, îäíî èç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

(x0, y0). Êàê îòìå÷åíî âûøå, çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2) âìåñòå ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.5) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè. Ïîýòîìó ñ�îðìó-

ëèðîâàííàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Îáùèì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÿâíàÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x, C), êîòîðàÿ çàâèñèò
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2.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñòðóêòóðà

îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:

à) îíà îáðàùàåò óðàâíåíèå (2.2) ïðè ëþáîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè C
â òîæäåñòâî;

á) êàêîâî áû íè áûëî íà÷àëüíîå óñëîâèå: y = y0 ïðè x = x0, ìîæíî
íàéòè òàêîå çíà÷åíèå C = C0, ÷òî y0 = ϕ(x0, C0). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî çíà÷åíèÿ x0 è y0 ïðèíàäëåæàò ê òîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ

x è y, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Â ïðîöåññå ðàçûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2) íåðåäêî ìîæ-

íî ïðèéòè ê ñîîòíîøåíèþ âèäà

Φ(x, y, C) = 0. (2.7)

�àçðåøèâ òàêîå ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî y, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå.

Îäíàêî âûðàçèòü y èç ðàâåíñòâà (2.7) íå âñåãäà óäàåòñÿ; â òàêèõ ñëó÷àÿõ
îáùåå ðåøåíèå îñòàâëÿåòñÿ â íåÿâíîì âèäå, à ðàâåíñòâî (2.7) íàçûâàåòñÿ

îáùèì èíòåãðàëîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 2.12. ×àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x, C0), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç îáùå-

ãî ðåøåíèÿ y = ϕ(x, C), åñëè â ïîñëåäíåì ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C
ïðèäàòü îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå C = C0. Ñîîòíîøåíèå Φ(x, y, C0) = 0 íà-

çûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 2.1. Äëÿ óðàâíåíèÿ y′ = −y/x îáùèì ðåøåíèåì áóäåò ñåìåé-

ñòâî �óíêöèé y = C/x. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó

P0(2, 1). Ïîäñòàâèâ â îáùåå ðåøåíèå çíà÷åíèÿ y = 1 è x = 2, ïîëó÷èì,
÷òî C = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåò y = 2/x. ◮

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáùèé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñåìåéñòâî êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Ýòî ñåìåéñòâî çàâèñèò îò îäíîé ïîñòî-

ÿííîé C (èëè îò îäíîãî ïàðàìåòðà C) è ñîñòîèò èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 2.1). ×àñòíîìó èíòåãðàëó ñîîòâåòñòâó-

åò îäíà êðèâàÿ ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ çàäàííóþ

òî÷êó ïëîñêîñòè.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îáùèé èíòåãðàë ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæà-

åòñÿ ñåìåéñòâîì ãèïåðáîë y = C/x, à ÷àñòíûé, îïðåäåëåííûé âûáðàííûì

íà÷àëüíûì óñëîâèåì, � îäíîé èç ýòèõ ãèïåðáîë.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå (2.2) ìîæíî çàïèñàòü â ñèììåòðè÷-

íîì îòíîñèòåëüíî x è y âèäå

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (2.8)
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2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ
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ãäåM(x, y) è N(x, y) � èçâåñòíûå �óíêöèè. Ôîðìà (2.8) óäîáíà òåì, ÷òî â
íåé ïåðåìåííûå x è y ðàâíîïðàâíû, ò.å. êàæäóþ èç íèõ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê �óíêöèþ äðóãîé. Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.8) â îáùåì ñëó÷àå

ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ x = ϕ(t), y = ψ(t), çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè (t �
ïàðàìåòð) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2.8).

Îïðåäåëåíèå 2.13. �åøåíèå y = y(x) ÎÄÓ (2.2), îïðåäåëåííîå íà

ïðîìåæóòêå [a, b], ïðîäîëæàåìî âïðàâî (âëåâî), åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

y = y1(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîå íà ïðîìåæóòêå [a, b], b1 > b
([a1, b], a1 < a), ñóæåíèå êîòîðîãî íà [a, b] ñîâïàäàåò ñ y(x). �åøåíèå
y = y1(x) ÎÄÓ (2.2) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ

y = y(x) âïðàâî (âëåâî).

Îïðåäåëåíèå 2.14. �åøåíèå y = y(x) ÎÄÓ (2.2) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì,

åñëè îíî íå ïðîäîëæàåìî íè âïðàâî, íè âëåâî.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûé

èíòåðâàë, íàçûâàåìûéìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-

íèÿ ÎÄÓ (2.2).
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2.2. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

2.2. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïóñòü äàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = f(x, y), (2.9)

ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, è ïóñòü �óíêöèÿ y = ϕ(x, C) åñòü
îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî

êðèâûõ íà ïëîñêîñòè OXY .
Óðàâíåíèå (2.9) äëÿ êàæäîé òî÷êè P ñ êîîðäèíàòàìè x è y îïðåäåëÿ-

åò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé dy/dx, ò.å. óãëîâîé êîý��èöèåíò êàñàòåëüíîé ê
èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, óðàâ-

íåíèå (2.9) äàåò ñîâîêóïíîñòü íàïðàâëåíèé èëè, êàê ãîâîðÿò, îïðåäåëÿåò

ïîëå íàïðàâëåíèé íà ïëîñêîñòè OXY .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à èíòåãðèðîâà-

íèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êðèâûõ, íàïðàâëåíèå êà-

ñàòåëüíûõ ê êîòîðûì ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ òî÷êàõ.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Äëÿ óðàâíåíèÿ (2.9) ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê,

â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå dy/dx = C, íàçûâàåòñÿ èçîêëèíîé

äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè ðàçëè÷íûõ C ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå èçîêëèíû. Óðàâíåíèå èçîêëè-

íû, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ C, áóäåò, î÷åâèäíî, f(x, y) = C. Ïîñòðîèâ
ñåìåéñòâî èçîêëèí, ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî èíòåãðàëü-

íûõ êðèâûõ. �îâîðÿò, ÷òî, çíàÿ èçîêëèíû, ìîæíî êà÷åñòâåííî îïðåäå-

ëèòü ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 2.2. Íà ðèñ. 2.2 èçîáðàæåíî ïîëå íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìîå

äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì y′ = −y/x (x 6= 0). Èçîêëèíàìè äàííîãî

óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè âèäà −y/x = C, èëè y = −C x. ◮
Óðàâíåíèå f(x, y) = 0 îïðåäåëÿåò ëèíèè, íà êîòîðûõ ìîãóò ðàñïî-

ëàãàòüñÿ òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. �åîìåò-

ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåãèáà òàêèõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (2.9), åñëè îíè

ñóùåñòâóþò, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∂f(x, y)

∂x
+ f(x, y)

∂f(x, y)

∂y
= 0. (2.10)

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ è áîëåå èçîêëèí ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè

ÎÄÓ (2.9), òàê êàê â íèõ íàïðàâëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñòàíîâÿòñÿ

íåîïðåäåëåííûìè.
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2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

O

x

y C=-1C=1

C=- 3 /3C= 3 /3

�èñ. 2.2

Íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü íåêîòîðûå

îòäåëüíûå òèïû òàêèõ óðàâíåíèé, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ äàåòñÿ ñâîé

ñîáñòâåííûé îñîáûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

2.3. Îñîáûå òî÷êè è îñîáûå ðåøåíèÿ

Òåîðåìà Ïèêàðà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé èíòåãðàëü-

íîé êðèâîé óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P0(x0, y0),
åñëè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû: à) íåïðå-

ðûâíîñòü f(x, y); á) ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè÷åííîñòü f ′
y(x, y). Íàðóøåíèå

õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ëèáî íå áó-

äåò ñóùåñòâîâàòü íè îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó P0(x0, y0), ëèáî òàêèõ êðèâûõ áóäåò íå îäíà (â ÷àñòíîñòè, èõ
ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî).

Åñëè íàðóøåíèå óñëîâèé òåîðåìû Ïèêàðà èìååò ìåñòî â îòäåëüíûõ

èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ, òî òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè
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2.3. Îñîáûå òî÷êè è îñîáûå ðåøåíèÿ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âáëèçè

îñîáûõ òî÷åê ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì.

Åñëè æå óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè íå óäîâëåòâîðÿþòñÿ âäîëü öåëîãî

ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê, òî ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ìîæåò ñàìî

îêàçàòüñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé äàííîãî óðàâíåíèÿ; òàêóþ èíòåãðàëüíóþ

êðèâóþ íàçûâàþò îñîáîé, à ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðåøåíèå � îñîáûì ðåøå-

íèåì. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îñîáîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 2.16. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ îñîáûì, åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó èçîáðàæàþùåé åãî

èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå åùå îäíà èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ, èìåþùàÿ â ýòîé òî÷êå òó æå êàñàòåëüíóþ.

Îñîáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, â îáùåì ðåøåíèè íå ñîäåð-

æèòñÿ, èíûìè ñëîâàìè, îíî íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îáùåãî ðåøåíèÿ

íè ïðè êàêîì ÷àñòíîì çíà÷åíèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C.

O

x

y

y=x3

x0

y=(x-x0)
3

�èñ. 2.3

Ïðèìåð 2.3. Óðàâíåíèå y′ = 3 y2/3 èìååò îáùèì ðåøåíèåì �óíêöèþ

y = (x + C)3 (ðèñ. 2.3). Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòà-

íîâêîé â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
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Óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà íàðóøåíû íà ïðÿìîé y = 0 (îñè OX), ïî-

ñêîëüêó â òî÷êàõ ýòîé ïðÿìîé îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðîèçâîäíàÿ

îò ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî y:

(
3 y2/3

)′
y

∣∣∣
y=0

=
2
3
√
y

∣∣∣
y=0

= ∞.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ è ïðèòîì îñîáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Â ñàìîì äåëå, ÷åðåç

ëþáóþ òî÷êó P0(x0, 0) ýòîé ïðÿìîé ïðîõîäèò âõîäÿùàÿ â îáùåå ðåøåíèå

êðèâàÿ y = (x − x0)
3
, êàñàòåëüíîé ê êîòîðîé â ýòîé òî÷êå ñëóæèò ñàìà

îñü OX . Çàìåòèì, ÷òî èç îáùåãî ðåøåíèÿ y = (x + C)3 ïðÿìóþ y = 0 íè

ïðè êàêîì ïîñòîÿííîì C íå ïîëó÷èòü. ◮

2.4. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ òèïîâ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

2.4.1. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

dy

dx
= f1(x) f2(y), (2.11)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ïðîèçâåäåíèå �óíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò x, íà
�óíêöèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò y. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f2(y) 6= 0, ïðåîáðà-
çóåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dy

f2(y)
= f1(x) dx. (2.12)

Ñ÷èòàÿ y èçâåñòíîé �óíêöèåé x, ðàâåíñòâî (2.12) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ðàâåíñòâî äâóõ äè��åðåíöèàëîâ, à íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò íèõ

áóäóò îòëè÷àòüñÿ ïîñòîÿííûìè ñëàãàåìûìè. Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü ïî

y, à ïðàâóþ � ïî x, ïîëó÷èì
∫

dy

f2(y)
=

∫
f1(x) dx + C. (2.13)

Ìû ïðèøëè ê ñîîòíîøåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ

y, íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x è ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C, à çíà÷èò

ïîñòðîèëè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.11).
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�àññìîòðèì íåêîòîðûå �îðìû óðàâíåíèé òèïà (2.11).

1°. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà (2.12)

M(x) dx+N(y) dy = 0 (2.14)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåë�åííûìè ïåðåìåííûìè. Åãî îáùèé èíòå-

ãðàë åñòü

∫
M(x) dx+

∫
N(y) dy = C.

2°. Óðàâíåíèå âèäà

M1(x)N1(y) dx +M2(x)N2(y) dy = 0 (2.15)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Îíî ìîæåò áûòü

ïðèâåäåíî, åñëè N1(y) 6= 0 è M2(x) 6= 0, ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëåííûìè ïå-

ðåìåííûìè ïóòåì äåëåíèÿ îáåèõ åãî ÷àñòåé íà âûðàæåíèå N1(y) ·M2(x):

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0,

ò.å. ê óðàâíåíèþ âèäà (2.14), îòêóäà

∫
M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C.

ò.å. îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.15) ïîëó÷åí.

3°. Ïðîñòåéøèì óðàâíåíèåì ñ ðàçäåë�åííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ

óðàâíåíèå âèäà

dy

dx
= f(x),

èëè

dy = f(x) dx.

Åãî îáùèé èíòåãðàë èìååò âèä

y −
∫
f(x) dx = C
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è äàåò ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ � îïðåäåëåíèÿ

ïåðâîîáðàçíîé.

4°. Óðàâíåíèå

dy

dx
= f(a x+ b y + c), b 6= 0,

ââåäåíèåì íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè z(x) = a x+ b y(x) + c ïðèâîäèòñÿ
ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Åñëè â óðàâíåíèè (2.11) �óíêöèÿ f2(y) èìååò äåéñòâèòåëüíûé êî-

ðåíü y0, ò.å. åñëè f2(y0) = 0, òî �óíêöèÿ y(x) = y0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé). Ïðè

äåëåíèè îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ íà f2(y) (â ïðîöåññå ðàçäåëåíèÿ

ïåðåìåííûõ) ðåøåíèå y(x) = y0 ìîæåò áûòü ïîòåðÿíî.
Àíàëîãè÷íî ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (2.15) ìîãóò áûòü ïîòå-

ðÿíû èíòåãðàëüíûå êðèâûå x(y) = x0 è y(x) = y0, ãäå x0 � äåéñòâèòåëüíûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ M2(x) = 0, à y0 � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

N1(y) = 0.
Ïîýòîìó, ïîëó÷èâ ïî èçëîæåííûì âûøå ïðîöåäóðàì ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, âõîäèò ëè

â åãî ñîñòàâ (ïðè ïîäõîäÿùèõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà C) óïîìÿ-
íóòûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ. Åñëè âõîäÿò, òî ïîòåðè ðåøåíèé íåò. Åñëè íå

âõîäÿò, òî èõ ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ñîñòàâ èíòåãðàëà.

Ïðèìåð 2.4. �åøèòü óðàâíåíèå y′ = y · tg x, èìåþùåå âèä (2.11).

◭ �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå (ñ÷èòàåì, ÷òî y 6= 0):

dy

y
= tg x dx

è èíòåãðèðóÿ:

∫
dy

y
=

∫
tg x dx + ln |C|

(òàêàÿ �îðìà ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé âûáðàíà äëÿ óäîáñòâà ïîòåíöè-

ðîâàíèÿ äàëåå, ïðè÷åì −∞ < C < +∞, íî ïîêà C 6= 0), ïîëó÷èì

ln |y| = ln |C| − ln | cosx|,

îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ:

y =
C

cosx
.
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Çàìåòèì òåïåðü,÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åùå ðåøåíèå y = 0,
êîòîðîå íå âõîäèò â îáùåå ðåøåíèå íè ïðè êàêîì C 6= 0. Åñëè òåïåðü

ââåñòè ïîñòîÿííóþ C0, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò −∞
äî +∞, òî ðåøåíèå y = 0 âîéäåò â ñîñòàâ îáùåãî ðåøåíèÿ y = C0/ cosx.
◮

Ïðèìåð 2.5. Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

x dx+ y dy = 0

èìååò âèä

x2

2
+
y2

2
= C

(ïðè C > 0 ýòî óðàâíåíèå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé ðàäèóñà

√
C ñ öåíòðîì

â íà÷àëå êîîðäèíàò). ◮

Ïðèìåð 2.6. �åøèòü óðàâíåíèå

(1 + x) y dx+ x (1 − y) dy = 0.

◭ �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, íàõîäèì

1 + x

x
dx+

1− y

y
dy = 0

∣∣ y 6= 0, x 6= 0,

⇒
(1
x
+ 1

)
dx+

(1
y
− 1

)
dy = 0 ⇒

∫ ( 1

x
+ 1

)
dx +

∫ (1
y
− 1

)
dy = C ⇒

⇒ ln |x|+ x+ ln |y| − y = C,

èëè

ln |x y|+ x− y = C,

ò.å. ïîëó÷åí îáùèé èíòåãðàë.

Äàëåå, ïðÿìûå x = 0 (dx = 0 ïðè x = const), x = −1, y = 0 è

y = 1 � èíòåãðàëüíûå êðèâûå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì íè ïðè îäíîì

çíà÷åíèè C èç îáùåãî èíòåãðàëà îíè íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû. Ïîýòîìó

ýòè ïðÿìûå íóæíî âêëþ÷èòü â ïîëíîå ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

äàííîãî óðàâíåíèÿ êàê ãðà�èêè îñîáûõ ðåøåíèé. ◮

Ïðèìåð 2.7. �åøèòü óðàâíåíèå

tg x sin2y dx+ cos2x ctg y dy = 0.
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◭ �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, íàõîäèì

tg x sin2y dx + cos2x ctg y dy = 0,
∣∣ sin2y 6= 0, cos2x 6= 0,

⇒ tg x
dx

cos2x
+ ctg y

dy

sin2y
= 0 ⇒

∫
tg x

dx

cos2x
+

∫
ctg y

dy

sin2y
= C ⇒

⇒
∫

tg x d(tg x) −
∫

ctg y d(ctg y) = C ⇒ 1

2
tg x− 1

2
ctg y = C,

ò.å. ïîëó÷åí îáùèé èíòåãðàë.

Äàëåå, ïðÿìûå x = π
2 +π k, k ∈ Z (cos2x = 0, dx = 0 ïðè x = π

2 +π k =

const), y = π k, k ∈ Z (sin2y = 0, dy = 0 ïðè y = π k = const) íå ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê ïðè ýòèõ x è y
óðàâíåíèå íå îïðåäåëåíî. ◮

Ïðèìåð 2.8. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè:

(1 + e2x) y2 y′ = ex, y(0) = 3
√
π.

◭ Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ íè îäíîãî ðå-

øåíèÿ ïîòåðÿíî íå áóäåò. Èòàê, íàõîäèì, ÷òî

y2 dy =
ex dx

1 + e2x
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

y3

3
=

∫
ex dx

1 + e2x
=

∫
d(ex)

1 + e2x
= arctg

(
ex
)
+ C,

èëè

y = 3

√
3
[
arctg

(
ex
)
+ C

]
= 3

√
3 arctg

(
ex
)
+ C0

� îáùåå ðåøåíèå.

Âûäåëèì ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (0, 3
√
π):

3
√
π = 3

√
3 arctg 1 + C0 = 3

√
3 π/4 + C0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C0 = π/4. Èòàê, ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå

y∗ = 3

√
3 arctg

(
ex
)
+ π/4. ◮
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Ïðèìåð 2.9. �åøèòü óðàâíåíèå

y′ = cos(x + y). (2.16)

◭ Ââîäèì íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ z = x+ y. Îòñþäà y = z − x
è y′ = z′ − 1. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

z′ = cos z + 1. (2.17)

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî cos z + 1 6= 0, ïîñëåäíåå óðàâíå-
íèå ïðèâîäèì ê ñëåäóþùåé �îðìå:

dz

cos z + 1
= dx, èëè

dz

2 cos2 z
2

= dx.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë óðàâíå-

íèÿ â âèäå

tg
z

2
= x+ C,

êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü òàê:

x+ y

2
= arctg(x+ C).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, íå ïîòåðÿíû ëè ðåøåíèÿ ïðè ðàçäåëåíèè ïåðå-

ìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ïðèðàâíèâàåì 1 + cos z íóëþ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

z = π + 2 π k, k = 0,±1,±2, ...,

èëè y = π+2 π k−x. Íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ C äàííûå ðåøåíèÿ íå âõîäÿò
â íàéäåííîå ñåìåéñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îñîáûå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî

ïðèñîåäèíèòü ê îáùåìó ðåøåíèþ. ◮

2.4.2. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ôóíêöèÿ H(x, y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè

m, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y è λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

H(λx, λ y) = λmH(x, y).

Ïðèìåð 2.10. Ïóñòü H(x, y) = Ax2 + 2B xy + C y2. Òîãäà

H(λx, λ y) = A (λx)2 + 2B (λx) (λ y) + C (λ y)2 = λ2H(x, y)
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� îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ (ìíîãî÷ëåí) ñòåïåíè 2. ◮

Ïðèìåð 2.11. �àññìîòðèì �óíêöèþ

H(x, y) =
x4 − x y3

x+ y
.

Äëÿ íåå

H(λx, λ y) =
(λx)4 − (λx) (λ y)3

(λx) + (λ y)
= λ3H(x, y),

ò.å. ýòî îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíè 3. ◮

Îïðåäåëåíèå 2.18. Åñëè �óíêöèè M(x, y) è N(x, y) � îäíîðîäíûå îä-
íîé è òîé ñòåïåíè m, òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (2.18)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

Åãî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)
= −

M
(
x, |x| y

|x|

)

N
(
x, |x| y

|x|

)
)
= −|x|mM(±1,±y/x)

|x|mN(±1,±y/x) = f(y/x),

ò.å. âòîðàÿ �îðìà îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü

y′ = f(y/x), (2.19)

ãäå f � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ îò îäíîãî ïåðåìåííîãî.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ z ïî �îðìóëå z = y/x. Îòñþäà

y = z x,
dy

dx
=
dz

dx
x+ z.

Òîãäà óðàâíåíèå (2.19) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ �îðìó:

dz

dx
x+ z = f(z),

èëè, åñëè f(z)− z 6= 0, òî

dz

f(z)− z
=
dx

x
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� äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ "ðàçäåë�åííûìè ïåðåìåííûìè", à ñëå-

äîâàòåëüíî,

ln
∣∣∣
x

C
∣∣∣ =

∫
dz

f(z)− z
(C 6= 0), èëè x = C exp

[ ∫ dz

f(z)− z

]
,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Âåðíåìñÿ ê òîìó ìåñòó â ðàññóæäåíèÿõ, ãäå ìû äåëèëè íà �óíêöèþ

f(z) − z, êîòîðóþ ñ÷èòàëè íå ðàâíîé íóëþ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

z0 � îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ f(z) − z = 0. Òîãäà ïðÿìàÿ y = z0 x �

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âõîäèò

ëè îíà â îáùåå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2.12. �åøèòü óðàâíåíèå

(x2 + y2) dx+ x y dy = 0. (2.20)

◭ Ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, òàê êàêM(x, y) = x2+y2 èN(x, y) = x y
� îäíîðîäíûå �óíêöèè ñòåïåíè 2. Ïóñòü y = z x. Òîãäà dy = z dx+ x dz è

(x2 + x2 z2) dx + x2 z (z dx+ x dz) = 0,

èëè (x2 6= 0)

(1 + z2) dx + z2 dx+ x z dz = 0.

Îòñþäà

dx

x
= − z dz

1 + 2 z2
,

à ñëåäîâàòåëüíî,

ln
∣∣∣
x

C
∣∣∣ = −1

4
ln |1 + 2 z2|.

Èçáàâëÿÿñü îò ëîãàðè�ìîâ, ïîëó÷èì

x4

C4
=

1

1 + 2 z2
, èëè

x4

C4
=

1

1 + 2y2/x2
=

x2

x2 + 2 y2
.

Îêîí÷àòåëüíî îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

y = ±
√

C4

2 x2
− x2

2
.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ
(2.20), êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ îáùåìó ðåøåíèþ, íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè C. Ïîýòîìó íåîáõî-

äèìî äîáàâèòü ýòó ïðÿìóþ ê óêàçàííîìó ñåìåéñòâó. ◮

Ïðèìåð 2.13. �åøèòü óðàâíåíèå

x y′ =
√
x2 − y2 + y. (2.21)

◭ Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x 6= 0 (x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(2.21)), ðàçäåëèì íà x è ïðåîáðàçóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

y′ =

√
1−

(y
x

)2

+
y

x
,

ò.å. îíî èìååò �îðìó y′ = f(y/x), à ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå. Ïóñòü y = z x. Òîãäà y′ = z + x z′ è

z + x z′ =
√
1− z2 + z, èëè

dz√
1− z2

=
dx

x
.

Îòñþäà

∫
dz√
1− z2

=

∫
dx

x
+ ln |C|,

à ñëåäîâàòåëüíî,

arcsin z = ln |C x|.

Èçáàâëÿÿñü îò àðêñèíóñà è âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, ïîëó÷èì îáùåå

ðåøåíèå â âèäå

y = x · sin
(
ln |C x|

)
. ◮

Ïðèìåð 2.14. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

x y′ = y + x · cos2
(x
y

)
.

Êàê è â ïðåäûäóùåì óðàâíåíèè, x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîýòîìó

äåëèì íà x 6= 0 è ïðåîáðàçóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

y′ =
y

x
+ cos2

(x
y

)
.
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò �îðìó y′ = f(y/x), à ñëåäîâàòåëüíî, îíî îäíîðîäíîå.
Ââîäèì íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ ïî �îðìóëå y = z x. Òîãäà y′ =
z + x z′ è

z + x z′ = z + cos2z, èëè

dz

cos2z
=
dx

x
.

Îòñþäà

∫
dz

cos2z
=

∫
dx

x
+ ln |C|,

à ñëåäîâàòåëüíî,

tg z = ln |C x|.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå â âèäå

y = x · arctg
(
ln |C x|

)
. ◮

Ïðèìåð 2.15. �åøèòü óðàâíåíèå

(4 x− 3 y) dx+ (2 y − 3 x) dy = 0.

◭ Áåç òðóäà ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Çàìåíèì

y ÷åðåç z x. Òîãäà dy = z dx+ x dz è

(4 x− 3 z x) dx + (2 z x− 3 x) (z dx+ x dz) = 0,

èëè (x 6= 0)

(4− 3 z) dx+ (2 z − 3) (z dx+ x dz) = 0.

Ñîáèðàÿ êîý��èöèåíòû ïðè äè��åðåíöèàëàõ dx è dz, ïîëó÷èì, ÷òî

(4− 6 z + 2 z2) dx+ (2 z − 3)x dz = 0. (2.22)

Îòñþäà, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå (ñ÷èòàåì, ÷òî x 6= 0, z2 − 3 z + 2 6= 0),
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

2
dx

x
+

(2 z − 3) dz

z2 − 3 z + 2
= 0, èëè 2

∫
dx

x
+

∫
(2 z − 3) dz

z2 − 3 z + 2
= ln |C|,

à âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî (z2 − 3 z + 2)′ = 2 z − 3, ïîëó÷èì

2 ln |x|+ ln |z2 − 3 z + 2| = ln |C|.

37



2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Èçáàâëÿÿñü îò ëîãàðè�ìîâ è âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, íàõîäèì, ÷òî

x2
(y2
x2

− 3
y

x
+ 2

)
= y2 − 3 x y + 2 x2 = C

� îáùèé èíòåãðàë èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòðàáîòàåì ïîáî÷íûå ìîìåíòû, ñâÿçàííûå ñ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåí-

íûõ. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ z = 1 è z = 2 � êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

z2 − 3 z + 2 = 0. Ýòè âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, ÿâ-

ëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.22), à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå y = x è

y = 2 x � èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè çíà-

÷åíèè C = 0 îáà ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåãî, ò.å. ýòî ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ. ◮

Ïðèìåð 2.16. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

2 x2 y′ = x2 + y2, y(1) = 0.

Ñðàçó æå óêàæåì, ÷òî x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó

äåëèì íà 2 x2:

y′ =
1

2
+

1

2

( y
x

)2

.

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ �îðìà y′ = f(y/x), à ñëåäîâàòåëüíî, îíî îäíîðîäíîå.
Ââîäèì íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ ïî �îðìóëå y = z x. Òîãäà y′ =
z + x z′ è

z + x z′ =
1

2
+

1

2
z2, èëè

dz

z2 − 2 z + 1
=
dx

2 x
.

Îòñþäà

∫
dz

(z − 1)2
=

∫
dx

2 x
+

1

2
ln |C|,

à ñëåäîâàòåëüíî,

− 1

z − 1
=

1

2
ln |C x|.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë â âèäå

− x

y − x
=

1

2
ln |C x|.
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Èç îáùåãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íàõîäèì, ÷òî

C = ±e2. Ïîýòîìó

x

x− y
=

1

2
ln |e2 x|

� ÷àñòíûé èíòåãðàë, äàþùèé ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

ïðÿìàÿ x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ◮

�àññìîòðèì òåïåðü �îðìû óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðèâîäèìû ê êëàññó

îäíîðîäíûõ. Ïóñòü ÎÄÓ èìååò âèä

y′ = f

(
a1 x+ b1 y + c1
a2 x+ b2 y + c2

)
, (2.23)

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

1°. Åñëè c1 = c2 = 0, òî óðàâíåíèå (2.23) � îäíîðîäíîå, òàê êàê

y′ = f
(a1 x+ b1 y

a2 x+ b2 y

)
= f

(a1 + b1 y/x

a2 + b2 y/x

)
= f̃(x/y).

2°. Åñëè c1 6= 0 èëè c2 6= 0, òî:
1) â ñëó÷àå, êîãäà

∆ =

∣∣∣∣
a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ 6= 0,

çàìåíà ïåðåìåííûõ

x = ξ + x0, y = η + y0, (2.24)

ãäå (x0, y0)
⊺
� ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

{
a1 x0 + b1 y0 + c1 = 0,
a2 x0 + b2 y0 + c2 = 0,

(2.25)

ïåðåâîäèò óðàâíåíèå (2.23) â îäíîðîäíîå. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëü-

íî òàê.

Ïðè óêàçàííîé çàìåíå ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (2.23) ïåðåõîäèò â ñëå-

äóþùåå:

dη

dξ
= f

(
a1 (ξ + x0) + b1 (η + y0) + c1
a2 (ξ + x0) + b2 (η + y0) + c2

)
,
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èëè, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî (x0, y0)
⊺
� ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.25), ïîëó÷èì

dη

dξ
= f

(
a1 ξ + b1 η

a2 ξ + b2 η

)
= f

(
a1 + b1 η/ξ

a2 + b2 η/ξ

)
= f̃(η/ξ),

ò.å. óðàâíåíèå òðåáóåìîãî òèïà;

2) â ñëó÷àå, êîãäà

∆ =

∣∣∣∣
a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = 0,

ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.25) íå èìååò ðåøåíèé. Íî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò, ÷òî

a2
a1

=
b2
b1
.

Îáîçíà÷àÿ îáùåå çíà÷åíèå îòíîøåíèé ÷åðåç λ, ïîëó÷àåì, ÷òî a2 = λa1,
b2 = λ b1, à ñëåäîâàòåëüíî, a2 x+ b2 y = λ (a1 x+ b1 y). Òîãäà

y′ = f

(
a1 x+ b1 y + c1
a2 x+ b2 y + c2

)
= f

(
a1 x+ b1 y + c1

λ (a1 x+ b1 y) + c2

)
= f̃(a1 x+ b1 y).

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîäñòàíîâêîé z = a1 x+ b1 y ïðåîáðàçóåòñÿ
ê âèäó ÎÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ïðèìåð 2.17. �åøèòü óðàâíåíèå

(2 x− y + 1) dx+ (−x+ 2 y − 1) dy = 0. (2.26)

◭ Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî ÎÄÓ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ("ìåøà-

þò" êîíñòàíòû â êðóãëûõ ñêîáêàõ), ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî ïðèâîäèìî ê

âèäó (2.23), ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå c1 = −c2 = 1 6= 0, à îïðåäåëèòåëü ∆
ðàâåí 5 è îòëè÷åí îò íóëÿ. Èòàê, äëÿ âûïîëíåíèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ

(2.24) íàéäåì (x0, y0)
⊺
èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

{
2 x0 − y0 + 1 = 0,
−x0 + 2 y0 − 1 = 0.

�åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàïðèìåð, ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî x0 =
−1/3, y0 = 1/3. Ïîñëå óêàçàííîé çàìåíû óðàâíåíèå (2.26) ïðèíèìàåò âèä

(2 ξ − η) dξ + (−ξ + 2 η) dη = 0. (2.27)
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Îñóùåñòâèì åùå îäíó çàìåíó, ïåðåéäÿ òåïåðü ê íîâîé çàâèñèìîé ïå-

ðåìåííîé z ïî �îðìóëå z = η/ξ, îòêóäà η = z ξ, dη = z dξ + ξ dz. Òîãäà
óðàâíåíèå (2.27) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

(2 ξ − z ξ) dξ + (−ξ + 2 z ξ) (z dξ + ξ dz) = 0,

èëè, ïîñëå äåëåíèÿ íà ξ, íå ðàâíîå íóëþ,

(2− z) dξ + (−1 + 2 z) (z dξ + ξ dz) = 0,

îòêóäà ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è âûäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè äè��å-

ðåíöèàëàõ ñëåäóåò óðàâíåíèå

(2− 2 z + 2 z2) dξ + (−1 + 2 z) ξ dz = 0.

Ïîëó÷èëè ÎÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, êîòîðîå ìîæíî ïðèâå-

ñòè ê âèäó

dξ

ξ
+

1

2

(2 z − 1) dz

z2 − z + 1
= 0.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

∫
dξ

ξ
+

1

2

∫
(2 z − 1) dz

z2 − z + 1
= ln |C|,

èëè

ln |ξ|+ 1

2
ln |z2 − z + 1| = ln |C|.

Äàëåå, èçáàâëÿÿñü îò ëîãàðè�ìîâ, áóäåì èìåòü

ξ2 (z2 − z + 1) = C2.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì x è y, ìîæíî çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

(y − 1/3)2 − (y − 1/3)(x+ 1/3) + (x+ 1/3)2 = C2.

Ïðè ýòîì ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè C = 0 ðåøåíèå x = −1/3, y = 1/3
óðàâíåíèÿ (2.26) âõîäèò â ýòîò èíòåãðàë, à ñëåäîâàòåëüíî, "ïî äîðîãå"

ìû íè÷åãî íå ïîòåðÿëè. ◮

Íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîðîäíûì çàìåíîé y = zα

[31℄. ×èñëî α îáû÷íî çàðàíåå íå èçâåñòíî. ×òîáû åãî íàéòè, íàäî â óðàâ-

íåíèè ñäåëàòü çàìåíó y = zα. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óðàâíåíèå ïîñëå

41



2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

çàìåíû ñòàëî îäíîðîäíûì, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëî α, åñ-
ëè ýòî âîçìîæíî. Óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïîäîáðàòü α òàêèì îáðàçîì,

íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè îäíîðîäíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè. Åñëè îïðåäåëèòü ÷èñëî α íå óäàåòñÿ, òî óðàâíåíèå ýòèì ñïîñîáîì íå

ïðèâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó.

Ïðèìåð 2.18. Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè çàìåíà ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ

ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå 2 x4 y y′ + y4 = 4 x6 â îäíîðîäíîå.
◭ Ïîñëå çàìåíû y = zα óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 2αx4 z2α−1 z′ + z4α =

4 x6. Ýòî óðàâíåíèå áóäåò îäíîðîäíûì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììàðíûå

ñòåïåíè âñåõ åãî ÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî x è z ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å.

4 + (2α − 1) = 4α = 6. Ýòè ðàâåíñòâà óäîâëåòâîðÿþòñÿ îäíîâðåìåííî,

åñëè α = 3/2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê îä-

íîðîäíîìó çàìåíîé y = z3/2. ◮

Ïðèìåð 2.19. �åøèòü óðàâíåíèå

(
x2 y2 − 1

)
y′ + 2 x y3 = 0.

◭ �àññìàòðèâàÿ ýòî óðàâíåíèå, äåëàåì âûâîä, ÷òî â ýòîé �îðìå îíî

íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêîå α, ÷òî ïîñëå çàìåíû

y = zα óðàâíåíèå ñòàíåò îäíîðîäíûì. Ïîäñòàâèì y = zα è y′ = α zα−1 z′

â èñõîäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïðèìåò ñëåäóþùóþ �îðìó:

(
x2 z2α − 1

)
α zα−1 z′ + 2 x z3α = 0.

Ýòî óðàâíåíèå áóäåò îäíîðîäíûì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììàðíûå

ñòåïåíè âñåõ åãî ÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî x è z ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å.

2+ 3α− 1 = α− 1 = 1+ 3α. Ýòè ðàâåíñòâà óäîâëåòâîðÿþòñÿ îäíîâðåìåí-

íî, åñëè α = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê

îäíîðîäíîìó çàìåíîé y = z−1
(z = 1/y), ÷òî äàåò óðàâíåíèå

−
(
x2 z−2 − 1

)
z−2 z′ + 2 x z−3 = 0, èëè −

(
x2 − z2

)
z′ + 2 x z = 0.

Íåñëîæíî óñìîòðåòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷åíî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå.

Òåïåðü ñäåëàåì ñòàíäàðòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ u = z/x, z = xu,
z′ = u+ xu′, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ �îðìó:

−
(
x2 − x2 u2

)
(u+ xu′) + 2 x2 u = 0, èëè

(
1− u2

)
(u+ xu′) = 2 u

(x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ). �àñêðîåì ñêîáêè:

u+ xu′ − u3 − xu2 u′ = 2 u, èëè x (1− u2)u′ = u+ u3.

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì:

(u2 − 1) du

u3 + u
= −dx

x
.
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Ïðåäñòàâèì äðîáü (êðîìå du) â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â

âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè:

u2 − 1

u3 + u
=

u2 − 1

u (u2 + 1)
=
A

u
+

2B u

u2 + 1
+

C

u2 + 1
=
A (u2 + 1) + 2B u2 + C u

u (u2 + 1)
.

Äðîáè è èõ çíàìåíàòåëè îäèíàêîâû, çíà÷èò, ðàâíû è ÷èñëèòåëè:

u2 − 1 = A (u2 + 1) + 2B u2 + C u.

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ u, ïîëó÷àåì ñè-

ñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

u0 −1 = A,
u1 0 = C,
u2 1 = A+ 2B,

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî A = −1, B = 1, C = 0. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå
â óðàâíåíèå è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

∫ (
− 1

u
+

2 u

u2 + 1

)
du = −

∫
dx

x
+ ln |C|,

èëè

− ln |u|+ ln(u2 + 1) = − ln |x|+ ln |C|.

Èçáàâëÿÿñü îò ëîãàðè�ìîâ, íàõîäèì, ÷òî

u2 + 1

u
=

C
x
.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé u→ z → y, áóäåì èìåòü

z2/x2 + 1

z/x
=

C
x
⇒ 1/(x2 y2) + 1

1/x y
=

C
x
⇒ x2 y2 + 1

x y
=

C
x
,

èëè îêîí÷àòåëüíî: x2 y2 + 1 = C y. ◮
Ïðèìåð 2.20. �åøèòü óðàâíåíèå 2 x y′ + y = y2

√
x− x2 y2.

◭ Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ íå äàåò îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî îäíîðîä-

íîå óðàâíåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå çàìåíû y = zα óðàâíåíèå ïðèìåò

íåîáõîäèìûé âèä. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå âûêëàäêè:

1) ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ y è y′ = α zα−1 z′ â èñõîäíîå óðàâíåíèå,
êîòîðîå ïðåâðàòèòñÿ â

2 xα zα−1 z′ + zα = z2α
√
x− x2 z2α; (2.28)
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2) ïîäñ÷èòàåì ñóììàðíûå ñòåïåíè âñåõ åãî ÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî x è

z. Â íàëè÷èè äâà òåðìà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.28) è îäèí â ïðàâîé,

ñòåïåíè ïåðâûõ äâóõ ðàâíû ïðè ëþáîì α: 1 + (α − 1) = α. Ñ òåðìîì â

ïðàâîé ÷àñòè ñëîæíåå, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì z2α è êâàäðàò-

íîãî êîðíÿ, ïîä çíàêîì êîòîðîãî ðàçíîñòü ñòåïåííûõ �óíêöèé x è x2 z2α.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâèëñÿ áàëàíñ ñóììàðíûõ ñòåïåíåé äîëæíû âû-

ïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: α = 2α+1/2 (ñðàâíåíèå ñòåïåíåé ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (2.28)), 1 = 2 + 2α (áàëàíñ ñòåïåíåé òåðìîâ

ïîä êîðíåì â ïðàâîé ÷àñòè). Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè α = −1/2 îáà

ðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà;

3) ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ α â óðàâíåíèå (2.28) îíî

ïðèíèìàåò âèä

−x z−3/2 z′ + z−1/2 = z−1
√
x− x2 z−1. (2.29)

�àçäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ (2.29) íà ïðîèçâåäåíèå−x z−3/2

(ñî çíàêîì ìèíóñ), ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ z â ñëåäóþùåé �îðìå:

z′ − z

x
= −z

1/2

x

√
x− x2 z−1,

èëè

z′ − z

x
= −

√
z

x
− 1, (2.30)

ò.å. (2.30) èìååò ñòðóêòóðó îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ;

4) ðåøàåì óðàâíåíèå (2.30). Äëÿ ýòîãî äåëàåì âòîðóþ çàìåíó íåèç-

âåñòíîé �óíêöèè: u = z/x, z = xu. z′ = u + xu′, ÷òî ïðèâîäèò ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó âèäó:

u+ xu′ − u = −
√
u− 1, èëè xu′ = −

√
u− 1; (2.31)

5) äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-

ìè. �åøèì åãî:

xu′ = −
√
u− 1 ⇒ du√

u− 1
= −dx

x
⇒

∫
du√
u− 1

= −
∫
dx

x
− ln |C| ⇒

⇒ 2
√
u− 1 = − ln |C x|;

6) â ïîëó÷åííîì ïåðâîì èíòåãðàëå âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðå-

ìåííûì:

2
√
u− 1 = − ln |C x| ⇒

[
u = z/x

]
⇒ 2

√
z

x
− 1 = − ln |C x| ⇒
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⇒
[
z = 1/y2

]
⇒ 2

√
1

x y2
− 1 = − ln |C x|

� îêîí÷àòåëüíûé âèä îáùåãî èíòåãðàëà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ;

7) â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåñêîëüêî ðàç ïðîèçâîäèëîñü äåëå-

íèå îáåèõ ÷àñòåé ïðîìåæóòî÷íûõ óðàâíåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äåëè-

òåëè (x, z−3/2
,

√
u− 1 è ñíîâà x) íå ðàâíû íóëþ. Ïðîâåðèì, íå áûëè ëè

â ïðîöåññå òàêèõ äåéñòâèé ïîòåðÿíû êàêèå-ëèáî ðåøåíèÿ. �àññìîòðåíèå

ýòèõ äåëèòåëåé òðåáóåò ïðîâåðêè òîãî, ÷òî �óíêöèè x = 0, z−3/2 = y3 = 0
→ y = 0 è u = 1 → z/x = 1 → 1/(x y2) = 1 → x = 1/y2 ÿâëÿþòñÿ ðå-

øåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëèç ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå: x = 0 íå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì; y = 0 è x = 1/y2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå

âõîäÿò â îáùèé èíòåãðàë è êîòîðûå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ýòîìó èíòå-

ãðàëó. ◮

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèé: 1) äëÿ

îòûñêàíèÿ α íàäî ïðèïèñàòü ïåðåìåííîé x óðîâåíü 1, y � ïîðÿäîê α,
dy � óðîâåíü α−1, dx � ïîðÿäîê 0; åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α, ÷òî âñå
÷ëåíû óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâîãî èçìåðåíèÿ, òî äàííîå óðàâíå-

íèå ïðèâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó ïîäñòàíîâêîé y = zα; 2) àíàëîãè÷íî, åñëè
ñêàçàííîå èìååò ìåñòî, êîãäà ïðèïèñûâàþò x, y, dx, dy èçìåðåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî β, 1, 0, β − 1, òî äàííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó

ïîäñòàíîâêîé x = tβ.

2.4.3. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.19.Ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà èìååò âèä

a(x) y′ + b(x) y + c(x) = 0, (2.32)

ãäå a(x), b(x), c(x) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà íåêîòîðîì êî-

íå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (x∗, x
∗). Åñëè a(x) 6= 0 íà (x∗, x

∗), òî
óðàâíåíèå (2.32) ìîæíî çàïèñàòü â ïðèâåäåííîì âèäå:

y′ + P (x) y = Q(x), (2.33)

ãäå P (x) = b(x)/a(x), Q(x) = −c(x)/a(x) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.33) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

�óíêöèé îò x:

y = u(x) v(x). (2.34)
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Îäíó èç ýòèõ �óíêöèé ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, âòîðàÿ æå îïðåäå-

ëèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2.33).

Äè��åðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.34), íàõîäèì

y′ = u
dv

dx
+
du

dx
v.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ y′ â óðàâíåíèå (2.33), áóäåì èìåòü

u
dv

dx
+
du

dx
v + P u v = Q,

èëè

v
du

dx
+ u

(dv
dx

+ P v
)
= Q. (2.35)

Âûáåðåì �óíêöèþ v òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óðàâíåíèå

dv

dx
+ P v = 0. (2.36)

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (2.36), ïîëó÷èì

dv

v
= −P dx.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì, ÷òî

ln |v| − ln |C1| = −
∫
P dx,

èëè

v = C1 e−R(x), R(x) =

∫
P dx.

Òàê êàê íàì òðåáóåòñÿ êàêîå-íèáóäü îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (2.36), òî âûáåðåì C1 ðàâíûì 1. Ïðè ýòîì v(x) 6= 0, à R(x) � ëþáàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ �óíêöèþ v(x) â óðàâíåíèå (2.35), ïîëó÷èì

v(x)
du

dx
= Q(x),

èëè

du

dx
=
Q(x)

v(x)
,
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îòêóäà íàõîäèì, ÷òî

u =

∫
Q(x)

v(x)
dx + C.

Ïîäñòàâëÿÿ â ñâîþ î÷åðåäü u è v â �îðìóëó (2.33), îêîí÷àòåëüíî ïîëó-

÷àåì, ÷òî

y = v(x)
[ ∫ Q(x)

v(x)
dx+ C

]
,

èëè

y = e−R(x)
[
C +

∫
eR(x)Q(x) dx

]
= v(x)φ(x) + C v(x). (2.37)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.33). Åñëè íàì äàíî

íà÷àëüíîå óñëîâèå: y = y0 ïðè x = x0, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé C
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

y0 = v(x0)φ(x0) + C v(x0).

�åøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.33) ìîæåò áûòü çàïèñàíî è

òàê:

y = e
−

x∫

x0

P (t) dt
[
x0 +

x∫

x0

eR(t)Q(t) dt

]
.

Çàìå÷àíèå. Íåðåäêî ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîñëå ïåðâîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ çíàêè ìîäóëÿ, ÷òî íå ïîçâîëÿ-

åò íàïðÿìóþ îñóùåñòâèòü âòîðîå èíòåãðèðîâàíèå. Íî åñëè ìû ðàñêðîåì

âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì (íàïðèìåð, ïðîàíà-

ëèçèðóåì ñëó÷àè x < x0 è x > x0), òî, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷èì îäèí è òîò

æå ðåçóëüòàò. Ïîýòîìó, íå îãîâàðèâàÿ ýòó ñèòóàöèþ êàæäûé ðàç, ìû áó-

äåì ïîñëå îïðåäåëåíèÿ R(x) ïðè âû÷èñëåíèè eR(x)
è e−R(x)

çíàê ìîäóëÿ

îïóñêàòü (âîçìîæíî, â íàðóøåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé "÷èñòîòû").

Ïðèìåð 2.21. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

y′ − 2

x+ 1
y = (x+ 1)3, y(−2) = 0, x 6= −1,

ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

P (x) = − 2

x+ 1
, Q(x) = (x+ 1)3,
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R(x) =

∫
P (x) dx = −

∫
2 dx

x+ 1
= −2 ln |x+ 1| = ln

1

(x+ 1)2
,

eR(x) =
1

(x+ 1)2
, e−R(x) = (x+ 1)2,

y = (x + 1)2
[
C +

∫
(x+ 1) dx

]
,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå âèäà

y = (x+ 1)2
[
C +

(x+ 1)2

2

]
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íàéäåì C, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå

óñëîâèå:

0 = (−2 + 1)2
[
C +

(−2 + 1)2

2

]
.

Îòñþäà C = −1/2, à ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò èìåòü âèä

y∗ =
1

2
(x+ 1)2

[
(x+ 1)2 − 1

]
. ◮

Ïðèìåð 2.22. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè

y′ + tg x · y =
1

cosx
, y(π) = 1, x 6= π

2
+ π k, k ∈ Z.

◭ Çäåñü

P (x) = tg x, Q(x) =
1

cosx
,

R(x) =

∫
P (x) dx =

∫
tg x dx = − ln | cosx|,

eR(x) =
1

cosx
, e−R(x) = cosx,

à ñëåäîâàòåëüíî,

y = cosx
(
C +

∫
dx

cos2x

)
,

÷òî äàåò

y = cosx
(
C + tg x

)
,
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Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íàõîäèì, ÷òî C = −1. Îòñþäà ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè áóäåò èìåòü âèä

y∗ = cosx ·
(
tg x− 1

)
. ◮

Ïðèìåð 2.23. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(x2 − x) y′ + y = x2 (2 x− 1).

◮ Ñ÷èòàÿ, ÷òî x2 − x 6= 0, ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåì:

P (x) =
1

x (x− 1)
, Q(x) =

x2 (2 x− 1)

x (x− 1)
=
x (2 x− 1)

x− 1
,

R(x) =

∫
P (x) dx =

∫ ( 1

x− 1
− 1

x

)
dx = ln |x− 1| − ln |x| = ln

∣∣∣
x− 1

x

∣∣∣,

eR(x) =
x− 1

x
, e−R(x) =

x

x− 1
,

y =
x

x− 1

[
C +

∫
x− 1

x

x (2 x− 1)

x− 1
dx

]
=

x

x− 1

(
C + x2 − x

)
,

ò.å. ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê íåðàâåíñòâó x2 − x 6= 0. Íè x = 0, íè x = 1 íå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à ïîýòîìó ïîòåðÿííûõ ðåøåíèé íåò. ◮

Ïðèìåð 2.24. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ − y = cosx− sinx,

îãðàíè÷åííîå ïðè x→ +∞.

◭ Ñõåìà ðåøåíèÿ áóäåò òàêîâà: íà ïåðâîì ýòàïå îáû÷íûì îáðàçîì

íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, íà âòîðîì � èç âñåãî ñå-

ìåéñòâà ÷àñòíûõ ðåøåíèé âûáèðàåì òî, äëÿ êîòîðîãî

lim
x→+∞

y∗(x) = A,

ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (−∞ < A < +∞).

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

P (x) = −1, Q(x) = cosx− sinx, R(x) =

∫
P (x) dx = −x,

eR(x) = e−x, e−R(x) = ex,
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y = ex
[
C +

∫
e−x (cos x− sinx) dx

]
.

Èíòåãðàë â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ áóäåì âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

W =

∫
e−x (cosx− sinx) dx =

=

[
u = cosx− sinx du = −(sinx+ cosx) dx
dv = e−x dx v = −e−x

]
=

= −e−x · (cos x− sinx)−
∫
e−x (sin x+ cosx) dx =

=

[
u = sinx+ cosx du = (cos x− sinx) dx
dv = e−x dx v = −e−x

]
=

= −e−x · (cosx− sinx) + e−x · (sinx+ cosx)−
∫
e−x (cosx− sinx) dx =

= 2 e−x · sinx−W.

Îòñþäà

∫
e−x (cosx− sinx) dx = e−x · sinx,

à ñëåäîâàòåëüíî,

y = ex
(
C + e−x · sinx

)
= C ex + sinx (2.38)

� îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ◮

Çàìå÷àíèå. Ñòðóêòóðà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè èíòåãðàëà, îáîçíà-

÷åííîãî W , òàêîâà, ÷òî ïðè åãî âû÷èñëåíèè ìîæíî îáîéòèñü áåç èñïîëü-

çîâàíèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Äåëî â òîì, ÷òî íåñëîæíî óâèäåòü,

÷òî ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé

f(x) = eαx
[
A cos(β x) +B sin(β x)

]
,

ãäå α, β, A, B � ïîñòîÿííûå, èìåþò ñëåäóþùóþ �îðìó:

F = eαx
[
D cos(β x) + E sin(β x)

]
,

ãäå D, E � íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî:
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1) âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ïåðâîîáðàçíîé è ïðèðàâíÿòü F ′(x)
è f(x):

{
eαx

[
D cos(β x) + E sin(β x)

]}′

= eαx
[
A cos(β x) + B sin(β x)

]
,

èëè

eαx
[
(αD + β E) cos(β x) + (αE − β D) sin(β x)

]
=

= eαx
[
A cos(β x) +B sin(β x)

]
;

2) ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèÿõ

eαx cos(β x) è eαx sin(β x) â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

αD + β E = A, αE − β D = B;

3) ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

D =
Aα−B β

α2 + β2
, E =

Aβ +B α

α2 + β2
;

4) ïîëó÷èòü D è E äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è: α = −1, β = 1, A = 1,
B = −1, îòñþäà

W =

∫
e−x (cosx− sinx) dx =

= e−x
[ 1 · (−1)− (−1) · 1

(−1)2 + 12
cosx+

1 · 1 + (−1) · (−1)

(−1)2 + 12
sinx

]
=

= e−x sinx.

Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ (2.38) òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïðîèç-

âîëüíîé ïîñòîÿííîé C, íå ðàâíîì íóëþ, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå

áóäåò íåîãðàíè÷åííûì. Ïîýòîìó âûáèðàåì çíà÷åíèå C = 0, à ñëåäîâàòåëü-
íî, îòâåò çàäà÷è: y∗ = sinx. ◮

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèÿ, ëèíåéíûå ïî y(x), íî ñó-

ùåñòâóþò ÎÄÓ, íåëèíåéíûå ïî y è ëèíåéíûå ïî x(y):

x′ + P (y)x = Q(y).

Êîíå÷íî æå, äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ òà æå ñõåìà, ÷òî

è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.33).
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Ïðèìåð 2.25. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(2 x− y2) y′ = 2 y.

◭ Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íåëèíåéíî ïî y(x). Ïîïûòà-
åìñÿ ïåðåéòè îò íåãî ê ÎÄÓ äëÿ x(y). Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî

y′ =
dy

dx
=

1

dx/dy
=

1

x′
,

à ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

2 x− y2 = 2 y x′,

èëè, ñ÷èòàÿ, ÷òî y 6= 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ x(y) âèäà

x′ − 1

y
x = −y

2
.

Èòàê, çäåñü

P (y) = −1

y
, Q(y) = −y

2
, R(y) =

∫
P (y) dy = −

∫
dy

y
= − ln |y|,

eR(y) =
1

y
, e−R(y) = y, x = y ·

(
C − 1

2

∫
dy

)
= y ·

(
C − y

2

)

� îáùåå ðåøåíèå.

Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà ìû ìîãëè ïîòåðÿòü èíòåãðàëüíóþ

êðèâóþ (ïðÿìóþ) y = 0. Ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðîèçîøëî, ÷òî ñëåäóåò èç

íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ y = 0 â èñõîäíîå óðàâíåíèå. Ïðè-
÷åì ðåøåíèå y = 0 íå âõîäèò â îáùåå íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè C. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëåäíèé øàã � âêëþ÷åíèå ýòîé ïðÿìîé â ñåìåéñòâî èíòåãðàëü-

íûõ êðèâûõ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ◮

Ïðèìåð 2.26. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

y′ =
1

x · cos y + sin 2 y
.

◭Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, äàííîå óðàâíåíèå íåëèíåéíî ïî y(x).
Ïåðåõîäèì îò íåãî ê ÎÄÓ äëÿ x(y):

x′ = x · cos y + sin 2 y,
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èëè

x′ − x · cos y = sin 2 y.

Èòàê, çäåñü

P (y) = − cos y, Q(y) = sin 2y,

R(y) =

∫
P (y) dy = −

∫
cos y dy = − sin y,

eR(y) = e− sin y, e−R(y) = esin y,

x = esin y ·
(
C +

∫
e− sin y sin 2y dy

)
=

= esin y ·
(
C +

∫
e− sin y 2 sin y cos y dy

)
=

= esin y ·
(
C + 2

∫
e− sin y sin y d(sin y)

)
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðèìåíèì ìåòîä èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (t = sin y):

∫
e−t t dt =

[
u = t du = dt

dv = e−t dt v = −e−t

]
=

= −t · e−t +

∫
e−t dt = −t · e−t − e−t = −(t+ 1) · e−t.

Ïîýòîìó

x = esin y ·
[
C − 2 (sin y + 1) · e− sin y

]
= C · esin y − 2 (sin y + 1)

� îáùåå ðåøåíèå. ◮

�àññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (2.33):

à) åñëè Q(x) = 0, òî

y = C e−R(x) ≡ C v(x);

á) åñëè P (x) = p 6= 0, à Q(x) = q, òî (2.33) � ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ P è Q â ðà-

âåíñòâî (2.37), ïîëó÷èì

y = e−px
(
C + q

∫
epx dx

)
= C e−px +

q

p
.
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2.4.4. Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

Îïðåäåëåíèå 2.20. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èìååò âèä

y′ + P (x) y = Q(x) yα, (2.39)

ãäå α � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ èëè åäèíèöû (â

ýòèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå (2.39) ïðåâðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå), à P (x), Q(x) �
íåïðåðûâíûå �óíêöèè x (èëè ïîñòîÿííûå) íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì èëè

áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (x∗, x
∗).

Ñîâåðøèì çàìåíó ïåðåìåííûõ z = y1−α
, ãäå z � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ

�óíêöèÿ x, è îáîçíà÷èì 1 − α ÷åðåç β, à 1/β ÷åðåç γ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
ñâÿçü ìåæäó z è y, íàõîäèì

y = zγ ≡ z
1

1−α , y′ = γ zγ−1 z′ = γ zαγ z′.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ y è y′ â óðàâíåíèå (2.39), ïîëó÷èì, ÷òî

�óíêöèÿ z(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

γ zαγ z′ + P (x) zγ = Q(x) zαγ . (2.40)

Äåëÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.40) íà γ zαγ , ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå Áåð-

íóëëè ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè z:

z′ + P0(x) z = Q0(x), (2.41)

ãäå

P0(x) = β P (x), Q0(x) = β Q(x).

Ïîñêîëüêó âñÿêîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî

â êâàäðàòóðàõ (ò.å. åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç èíòåãðàëû îò

èçâåñòíûõ �óíêöèé), òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

Ïðèìåð 2.27. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ + 2 ex y = 2 ex
√
y (y > 0).

◭ Çäåñü P (x) = Q(x) = 2 ex, α = 1/2 = β. Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

y = z2. Òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

z′ + ex z = ex.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñ äóãîé � óðàâíåíèå ñ ðàçäå-

ëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Áóäåì åãî ðåøàòü êàê ïðåäñòàâèòåëÿ âòîðîãî

êëàññà:

dz

dx
= −ex (z − 1), èëè (ïðè z 6= 1)

dz

z − 1
= −ex dx.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ:

ln |z − 1| = C − ex,

à ñëåäîâàòåëüíî,

z = 1 + exp
(
C − ex

)

è

y =
[
1 + exp

(
C − ex

)]2

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Òåïåðü ó÷òåì âîçìîæíîñòü ïîòåðè ðåøåíèé ïðè âûêëàäêàõ. Ïóñòü

z = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, è y = 1. Ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðè-

âîé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (â ÷åì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâ-

êîé) è íå âõîäèò â îáùåå ðåøåíèå. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê ïðÿìîé

y = 0. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ y = 0 è y = 1 íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê îáùåìó

ðåøåíèþ. ◮

Ïðèìåð 2.28. �åøèòü óðàâíåíèå

x y′ + y = x y2 lnx, x > 0.

◭ Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

y′ +
y

x
= y2 lnx.

Àíàëèçèðóÿ åãî, âèäèì, ÷òî P (x) = 1/x, Q(x) = lnx, α = 2, β = −1.
Ïîýòîìó äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z−1 = 1/z è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

âèäà

z′ − z

x
= − lnx.

�åøàåì ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

P0(x) = −1/x, Q0(x) = − lnx,
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R =

∫
P0(x) dx = − ln |x|, eR = 1/x, e−R = x,

z = x ·
(
C −

∫
lnx dx

x

)
= x ·

(
C − 1

2
ln2 x

)
.

Îòñþäà

y = 1/z =
1

x ·
(
C − 1

2 ln2 x
)

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. ◮

Ïðèìåð 2.29. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå

x y′ = y − 3 x2 y2 (2.42)

è íàéòè òó èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P0(1, 1).
◭ Â äàííîì ñëó÷àå P (x) = −1/x, Q(x) = −3x, α = 2, β = −1. Äåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z−1 = 1/z. Òîãäà óðàâíåíèå (2.41) ïðèíèìàåò âèä

z′ +
z

x
= 3 x.

�åøàåì ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

R =

∫
P0(x) dx = ln |x|, eR = x, e−R =

1

x
, z =

1

x

(
C +

∫
3 x2 dx

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

z =
1

x

(
C + x3

)
.

Îòñþäà

y = 1/z =
x

C + x3
.

Ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.42). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñò-

íîãî ðåøåíèÿ (âûäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

P0(1, 1)) îïðåäåëèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C: 1 = 1/(C + 1). Îòêóäà ñëåäó-
åò, ÷òî C = 0. Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

y = 1/x2. ◮

Ïðèìåð 2.30. �åøèòü óðàâíåíèå 3 y′ + y = 1/y2.
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◭ Çäåñü P (x) = 1/3, Q(x) = 1/3, α = −2, β = 3. Çàìåíèì y ÷åðåç z1/3.
Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ z ïðèíèìàåò âèä z′ + z = 1, à åãî îáùåå ðåøåíèå �

z = exp
(
−
∫

1 dx
) [

C +

∫
exp

( ∫
1 dx

)
dx

]
= e−x

(
C + ex

)
= C e−x + 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, íàõîäèì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y =
3
√
C e−x + 1. ◮

Ïðèìåð 2.31. �åøèòü óðàâíåíèå y′ − y ctg x = y3/ sinx.
◭ Çäåñü P (x) = − ctg x, Q(x) = 1/ sinx, α = 3, β = −2. Îòñþäà

çàìåíà z = y−2
, èëè y = z−1/2

. Òîãäà y′ = −z−3/2 z′/2, à óðàâíåíèå äëÿ z
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

−z
−3/2 z′

2
− z−1/2 ctg x =

z−3/2

sinx
, èëè z′ + 2 z ctg x = − 2

sinx
.

Ïîýòîìó P0(x) = 2 ctg x, Q0(x) = −2/ sinx. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàëû:

R0 =

∫
2 ctg x dx = 2 ln | sinx|, eR0 = sin2x, e−R0 =

1

sin2x
,

∫
eR0 Q0 dx = −

∫
sin2x

2 dx

sinx
= −2

∫
sinx dx = 2 cosx.

Îòñþäà

z =
2 cosx+ C

sin2x
, èëè y =

√
sin2x

2 cosx+ C . ◮

Ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì äëÿ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, à èìåííî åñòü ÎÄÓ, íå ÿâëÿþùèåñÿ óðàâíåíèÿìè Áåðíóëëè

äëÿ y(x), íî òàêîâûå äëÿ x(y):

x′ + P (y)x = Q(y)xα.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ðàññìîòðåí-

íàÿ âûøå ñõåìà (òîëüêî ñ ïåðåìåíîé "öâåòà").

Ïðèìåð 2.32. �åøèòü óðàâíåíèå (x2 + y2 + 1) dy + x y dx = 0.
◭ Îíî ÿâíî íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè äëÿ y(x). Ïðåîáðàçó-

åì åãî (ñ÷èòàåì, ÷òî x 6= 0, y 6= 0, íî çàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 �

èíòåãðàëüíàÿ):

x′ +
x

y
= −y

2 + 1

y
x−1.
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Çäåñü P (x) = 1/y, Q(x) = −(y2 + 1)/y, α = −1, β = 2. Çàìåíèì x ÷åðåç√
z. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ z ïðèíèìàåò âèä

z′ + 2
z

y
= −2

y2 + 1

y
,

ïðè÷åì

P0(x) =
2

y
, Q0(x) = −2 (y2 + 1)

y
,

R(y) =

∫
P0(y) dy =

∫
2 dy

y
= 2 ln |y| = ln y2, eR(y) = y2, e−R(y) =

1

y2
.

Òîãäà

z =
1

y2

[
C −

∫
2 y2 (y2 + 1) dy

y

]
=

1

y2

(
C − y4

2
− y2

)
.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíå-

íèÿ:

x = ± 1

y

√
C − y4

2
− y2.

Çàìåòèì, ÷òî íè ïðè êàêîì C óïîìÿíóòîå âûøå ðåøåíèå y = 0 èç ïîñëåä-
íåãî ðàâåíñòâà íå ïîëó÷èòü. ◮

2.4.5. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ

Îïðåäåëåíèå 2.21. Óðàâíåíèå âèäà

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 (2.43)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, åñëè P (x, y) è Q(x, y)
� íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå â íåêîòîðîé îáëàñòè DD �óíêöèè, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∂P (x, y)

∂y
≡ ∂Q(x, y)

∂x
. (2.44)

Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå (2.44) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû

ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.43) ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ïîëíûé äè��åðåíöèàë
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íåêîòîðîé �óíêöèè u(x, y), ò.å. óðàâíåíèå (2.43) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü

ñëåäóþùèé âèä:

du(x, y) = 0, (2.45)

ãäå

∂u

∂x
= P,

∂u

∂y
= Q. (2.46)

Òîãäà îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.45) áóäåò èìåòü âèä

u(x, y) = C, (2.47)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íàéäåì �óíêöèþ u(x, y). Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå èç ðà-

âåíñòâ (2.46) ïî x, ñ÷èòàÿ y ïîñòîÿííûì, ò.å. ñîâåðøèì äåéñòâèÿ, îáðàò-

íûå âû÷èñëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îò u ïî x. Òîãäà ïîëó÷èì �óíêöèþ

u(x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé

îò y:

u(x, y) = R(x, y) + ϕ(y), (2.48)

ãäå

R(x, y) =

∫
P (x, y) dx.

Äåéñòâèòåëüíî, íàõîäÿ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà

(2.48) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ′
x(y) ≡ 0, ïîëó÷èì ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (2.46).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ϕ(y) ïðîäè��åðåíöèðóåì

ñîîòíîøåíèå (2.48) äëÿ u ïî y:

∂u

∂y
=
∂R(x, y)

∂y
+ ϕ′(y).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

∂u

∂y
= Q(x, y),

à ñëåäîâàòåëüíî,

∂R(x, y)

∂y
+ ϕ′(y) = Q(x, y),
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èìååì

ϕ′(y) = Q(x, y)− ∂R(x, y)

∂y
. (2.49)

�àâåíñòâî (2.49), ñëóæàùåå äëÿ íàõîæäåíèÿ ϕ′(y) (à çàòåì, ñëåäîâà-
òåëüíî, è ϕ(y)), �îðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì: åãî ëåâàÿ ÷àñòü åñòü
�óíêöèÿ òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé y, à ïðàâàÿ � îáåèõ: x è y. Äîêàæåì,
÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.49) �àêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò àðãóìåíòà x,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîëüêî y (èëè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé).
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y îò ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (2.49) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

∂

∂x

[
Q(x, y)− ∂R(x, y)

∂y

]
=
∂Q(x, y)

∂x
− ∂

∂x

[ ∂R(x, y)
∂y

]
=

=
∂Q(x, y)

∂x
− ∂

∂y

[ ∂R(x, y)
∂x

]
=
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y
≡ 0

âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèå (2.44).

Èòàê, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.49) åñòü �óíêöèÿ òîëüêî àðãóìåíòà y
(èëè ïîñòîÿííàÿ). Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ϕ′(y), íàõîäèì

ϕ(y) =

∫ [
Q(x, y)− ∂R(x, y)

∂y

]
dy.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ϕ(y) â ðàâåíñòâî (2.48), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëü-

íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ �óíêöèè u(x, y):

u = R(x, y) +

∫ [
Q(x, y)− ∂R(x, y)

∂y

]
dy (2.50)

(ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåì ðàâíîé 0).

Ôóíêöèþ u ìîæíî íàéòè è òàê:

u = S(x, y) +

∫ [
P (x, y)− ∂S(x, y)

∂x

]
dx, (2.51)

ãäå

S(x, y) =

∫
Q(x, y) dy.

Ïðèìåð 2.33. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(x2 + y2 + x) dx + (2 x y + ln y + 1) dy = 0, y > 0.
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◭ Çäåñü P = x2+y2+x, Q = 2 x y+ln y+1, ïðè÷åì P ′
y = 2 y ≡ Q′

x = 2 y,
ò.å. íåîáõîäèìîå óñëîâèå (2.44) ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà

âûïîëíåíî. Âû÷èñëÿÿ

R =

∫
P dx =

x3

3
+ x y2 +

x2

2
,

∂R

∂y
= 2 x y, Q− ∂R

∂y
= ln y + 1

è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì

∫ (
Q− ∂R

∂y

)
dy =

∫
(ln y + 1) dy =

[
w = ln y + 1, dw = dy

y

dv = dy, v = y

]
=

= w · v −
∫
v dw = y

(
ln y + 1

)
−
∫
dy = y

(
ln y + 1

)
− y = y ln y,

íàõîäèì �óíêöèþ

u =
x3

3
+ x y2 +

x2

2
+ y ln y,

à ñëåäîâàòåëüíî, è îáùèé èíòåãðàë

x3

3
+ x y2 +

x2

2
+ y ln y = C. ◮

Ïðèìåð 2.34. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (x3+x y2) dx+(x2 y+
+ y3) dy = 0.

◭ Çäåñü P = x3 + x y2, Q = x2 y + y3. Ïðîâåðÿåì óñëîâèå (2.44):

P ′
y = 2 x y ≡ Q′

x = 2 x y. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàåì óðàâíåíèå â ïîëíûõ

äè��åðåíöèàëàõ. Âûïîëíèì ñëåäóþùèå âûêëàäêè:

R =

∫
P dx =

x4

4
+
x2 y2

2
,

∂R

∂y
= x2 y, Q− ∂R

∂y
= y3,

∫ (
Q− ∂R

∂y

)
dy =

y4

4
.

Îòñþäà �óíêöèÿ u áóäåò èìåòü âèä

u =
x4

4
+
x2 y2

2
+
y4

4
.

Òîãäà îáùèé èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

çàïèøåòñÿ òàê:

x4

4
+
x2 y2

2
+
y4

4
= C0,
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èëè

(
x2 + y2

)2
= C, C > 0. ◮

Ïðèìåð 2.35. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y + sinx · cos2(x y)
cos2(x y)

dx+
[ x

cos2(x y)
+ sin y

]
dy = 0, x y 6= π

2
+ π k, k ∈ Z.

◭ Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî

P =
y + sinx · cos2(x y)

cos2(x y)
=

y

cos2(x y)
+ sinx, Q =

x

cos2(x y)
+ sin y,

íàõîäèì

∂P

∂y
=
cos2(x y)− y · 2 · cos(x y)

[
− sin(x y)

]
· x

cos4(x y)
=

cos2(x y) + x y · sin(2 x y)
cos4(x y)

,

∂Q

∂x
=

cos2(x y)− x · 2 · cos(x y)
[
− sin(x y)

]
· y

cos4(x y)
=
cos2(x y) + x y · sin(2 x y)

cos4(x y)
,

ò.å. P ′
y ≡ Q′

x, è óñëîâèå (2.44) âûïîëíåíî.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ èíñòèíêòèâíîãî æåëàíèÿ èçáà-

âèòüñÿ îò çíàìåíàòåëÿ cos2(x y) ïðèâåäåò óðàâíåíèå ê �îðìå, îòëè÷íîé

îò óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëà!

Âû÷èñëèì

R =

∫
P dx = tg(x y)− cosx,

∂R

∂y
=

x

cos2(x y)
, Q− ∂R

∂y
= sin y.

Òîãäà

∫ (
Q− ∂R

∂y

)
dy = − cos y

è

u = tg(x y)− cosx− cos y.

Îòñþäà íàõîäèì îáùèé èíòåãðàë

tg(x y)− cosx− cos y = C. ◮
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Ïðèìåð 2.36. Îïðåäåëèòü îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(x2 + y − 4) dx+ (x+ y + ey) dy = 0.

◭ Êîý��èöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîâû: P = x2 + y − 4, Q = x+
+ y+ey. Ïðîâåðÿåì óñëîâèå (2.44): P ′

y = 1 ≡ Q′
x = 1, ò.å. äàííîå óðàâíåíèå

� óðàâíåíèå â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. Âû÷èñëèì ñëåäóþùèå �óíêöèè:

R =

∫
P dx =

x3

3
+ x y − 4 x,

∂R

∂y
= x, Q− ∂R

∂y
= y + ey,

∫ (
Q− ∂R

∂y

)
dy =

y2

2
+ ey.

Òîãäà

u =
x3

3
+ x y − 4 x+

y2

2
+ ey.

Îòñþäà îáùèé èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

x3

3
+ x y − 4 x+

y2

2
+ ey = C. ◮

Ïðèìåð 2.37. Ïðîèíòåãðèðóåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

[
sin(x y) + x y cos(x y)

]
dx+ x2 cos(x y) dy = 0,

ãäå

P = sin(x y) + x y cos(x y), Q = x2 cos(x y).

Ïðè ýòîì

∂P

∂y
= cos(x y) · x+ x · cos(x y)− x2 y · sin(x y) = 2 x · cos(x y)− x2 y · sin(x y),

∂Q

∂x
= 2 x · cos(x y)− x2 y · sin(x y),

ò.å. P ′
y ≡ Q′

x, è óñëîâèå (2.44) âûïîëíåíî.

Íàõîäèì

S =

∫
Qdy = x sin(x y),

∂S

∂x
= sin(x y) + x y · cos(x y), P − ∂S

∂x
= 0.
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Òîãäà

∫ (
P − ∂S

∂x

)
dx = 0

è

u = x sin(x y).

Îòñþäà ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë

x sin(x y) = C. ◮

2.4.6. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

∗

Ïóñòü ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.43) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåí-

öèàëîì. Èíîãäà óäàåòñÿ ïîäîáðàòü òàêóþ �óíêöèþ µ(x, y), ïîñëå óìíî-
æåíèÿ íà êîòîðóþ âñåõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ ëåâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàííîãî

óðàâíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì: du = µP dx + µQdy.
Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ. Òàêàÿ �óíêöèÿ µ(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæè-

òåëåì.

Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì òèïà (2.44) äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ

�óíêöèè µ. Ïóñòü

∂

∂y

(
µP

)
=

∂

∂x

(
µQ

)
.

Îòñþäà

Q
∂µ

∂x
− P

∂µ

∂y
=

(∂P
∂y

− ∂Q

∂x

)
µ,

èëè

Q
∂ lnµ

∂x
− P

∂ lnµ

∂y
=
∂P

∂y
− ∂Q

∂x
,

ò.å. çàäà÷à ïîèñêà èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíà è ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, ÷òî âîçìîæíî íå âñåãäà. �àññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ

âûáîðà �óíêöèè µ(x, y).

1°. Ïóñòü îòíîøåíèå

P ′
y −Q′

x

Q
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ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîëüêî îò x. Åñëè îáîçíà÷èòü ýòî îòíîøåíèå ÷åðåç

g(x), òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ(x) = exp
[ ∫

g(x) dx
]
.

2°. Åñëè îòíîøåíèå

P ′
y −Q′

x

P

åñòü �óíêöèÿ h(y) òîëüêî îò y. Òîãäà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ(y) = exp
[ ∫

h(y) dy
]
.

Ïðèìåð 2.38. �åøèòü óðàâíåíèå (x+ y2) dx − 2 x y dy = 0.
◭ Çäåñü P = x + y2, Q = −2 x y, à ñëåäîâàòåëüíî, P ′

y = 2 y 6= Q′
x =

−2 y, ò.å. óñëîâèå (2.44) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå íå

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ.

Ïîïûòàåìñÿ íàéòè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ïðîâåðÿåì ïåðâûé

÷àñòíûé ñëó÷àé:

P ′
y −Q′

x

Q
=

2 y + 2 y

−2 x y
= − 2

x

� �óíêöèÿ òîëüêî îò x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ(x) = exp
[ ∫ (

− 2

x

)
dx

]
= exp

(
ln

1

x2

)
=

1

x2
.

Óìíîæàÿ íà µ(x) îáå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

x+ y2

x2
dx− 2 y

x
dy = 0.

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ P̃ = (x + y2)/x2, Q̃ = −2 y/x, ïðè÷åì P̃ ′
y = 2 y/x2 ≡

Q̃′
x = 2 y/x2, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâ-

ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. Âû÷èñëèì íåîáõîäèìûå

âåëè÷èíû:

R =

∫
P̃ dx = ln |x| − y2

x
,

∂R

∂y
= −2 y

x
, Q̃− ∂R

∂y
= 0.
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Îòñþäà íàõîäèì �óíêöèþ

u = ln |x| − y2

x

è îáùèé èíòåãðàë

ln |x| − y2

x
= C.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå:

y = ±
√
x
(
ln |x| − C

)
. ◮

2.4.7. Íåñòàíäàðòíûå ïîäñòàíîâêè è ïóòè

∗

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøóþ ðîëü

èãðàþò ïîäñòàíîâêè: ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà çàìåíà êàê îäíîé èç ïå-

ðåìåííûõ, òàê è îáåèõ.

1°. Ïîäñòàíîâêà z = ln y ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå y (x + ln y) + (x−
− ln y) y′ = 0 â îäíîðîäíîå ÎÄÓ (x+ z) + (x− z) y′ = 0.

2°. Äâîéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ x = 1/t, y = 1/z ïðåðåâîäèò óðàâ-

íåíèå (a1 y
3 + b1 x y

2 + c1 x y
3) + (a2 x

2 y + b2 x
3 + c2 x

3 y) = 0 â ÎÄÓ

(a3 t+ b3 z + c3) dt+ (a4 t+ b4 z + c4) dz = 0.

3°. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, "ïîõîæèõ" íà

îäíîðîäíûå, ìîæíî ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêó z = x y.

Ïðèìåð 2.39. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2 y′+
+y2 − 1/x2 = 0 (x 6= 0).

◭ Âûïîëíÿåì ðåêîìåíäîâàííóþ ïîäñòàíîâêó y = z/x, y′ = z′/x−
−z/x2. Îòñþäà ïîëó÷àåì

2
(z′
x

− z

x2

)
+
z2

x2
− 1

x2
= 0, èëè 2 x z′ − 2 z + z2 − 1 = 0.

Ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê ÎÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ

ïåðåìåííûìè

2 x dz + (z2 − 2 z − 1) dx = 0.
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�àçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì:

2

∫
dz

z2 − 2 z − 1
+

∫
dx

x
+ ln |C| = 0, èëè 2

∫
dz

(z − 1)2 − 2
+ ln |C x| = 0,

÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

1√
2
ln

∣∣∣∣
z − 1−

√
2

z − 1 +
√
2

∣∣∣∣ + ln |C x| = 0.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

1√
2
ln

∣∣∣∣
x y − 1−

√
2

x y − 1 +
√
2

∣∣∣∣+ ln |C x| = 0. ◮

4°. Åñëè P (x, y) dx +Q(x, y) dy = 0 � îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, à P (x, y)
dx+Q(x, y) dy � ïîëíûé äè��åðåíöèàë, òî îáùèé èíòåãðàë äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä: P (x, y)x+Q(x, y) y = C.

5°. Åñëè â óðàâíåíèè âñòðå÷àåòñÿ êîíñòðóêöèÿ òèïà x2 + y2, à òåì

áîëåå

√
x2 + y2, òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.

Ïðèìåð 2.40. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ =
(
a
√
x2 + y2 − x

)
/y.

◭ Ïðèìåíèì çàìåíó: x = r cos θ, y = r sin θ. Îòñþäà

y′x =
dy

dx
=

sin θ dr + r cos θ dθ

cos θ dr − r sin θ dθ
.

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïî-

ëó÷èì

sin θ dr + r cos θ dθ

cos θ dr − r sin θ dθ
=
a r − r cos θ

r sin θ
.

Ñîêðàùàÿ íà r ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè, ïðèâîäÿ ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ è èçáàâëÿÿñü îò ïîñëåäíåãî, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(
sin θ dr + r cos θ dθ

)
sin θ =

(
cos θ dr − r sin θ dθ

) (
a− cos θ

)
,

èëè, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì

sin2 θ dr + r sin θ cos θ dθ =

= a cos θ dr − a r sin θ dθ − cos2 θ dr + r sin θ cos θ dθ.
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Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå è èñïîëüçóÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî,

íàõîäèì

dr = a cos θ dr − a r sin θ dθ,

èëè

dr

r
= − a sin θ dθ

1− a cos θ
,

ò.å. ïðèøëè ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåë�åííûìè ïåðåìåííûìè. ◮

5°. Åñëè â óðàâíåíèè âñòðå÷àþòñÿ ðàäèêàëû

√
a2 − y2,

√
y2 + a2,

√
y2 − a2,

òî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêè:

y = a sin z, y = a tg z, y =
a

cos z
.

6°. Óðàâíåíèÿ

[
f1(x) + f2(x) y

m
]
dx+ f3(x) y

m−1 dy = 0,
[
f1(y) + f2(y)x

m
]
dy + f3(y)x

m−1 dx = 0,

ãäå m 6= 0, ïðèâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì: äëÿ ïåðâîé �îðìû ïîäñòàíîâêà z =
ym, äëÿ âòîðîé � z = xm.

7°. Ïîäñòàíîâêà z = y/x ïåðåâîäèò ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ëèíåéíîå, à
ïîäñòàíîâêà y = xm zn � ëèíåéíîå óðàâíåíèå â óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

2.5. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

∗

2.5.1. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà n-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî y′

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

(y′)n + a1(x, y) (y
′)n−1 + ...+ an−1(x, y) y

′ + an(x, y) = 0. (2.52)

Ýòî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé y′.
�àçðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî y′. Ïóñòü

y′ = f1(x, y), y′ = f2(x, y), ... y′ = fk(x, y) (0 6 k 6 n)
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� äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.52). Îáùèé èíòåãðàë ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ âûðàçèòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ èíòåãðàëîâ

Φi

(
x, y, C

)
= 0, i = 1, 2, ..., k,

ãäå Φi

(
x, y, C

)
= 0 åñòü èíòåãðàë óðàâíåíèÿ y′ = fi(x, y).

Ïðèìåð 2.41. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y′2− 4 x y′+2 y+2 x2 = 0.
◭ Äëÿ ýòîãî ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y:

y = −1

2

(
y′2 − 4 x y′ + 2 x2

)
.

Îáîçíà÷èì y′ ÷åðåç p, ãäå p � ïàðàìåòð. Òîãäà

y = −1

2

(
p2 − 4 x p+ 2 x2

)
. (2.53)

Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.53) è ó÷òåì, ÷òî dy =
= p dx. Îòñþäà

p dx = −1

2

(
2 p dp− 4 x dp− 4 p dx+ 4 x dx

)
=

= −p dp+ 2 x dp+ 2 p dx− 2 x dx,

èëè

−p dp+ 2 x dp+ p dx− 2 x dx = 0.

Ëåãêî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(2 x− p) (dp− dx) = 0.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé, ïîëó÷èì

p = 2 x,

p = x+ C,

÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â ðàâåíñòâî (2.53) äàåò

y = x2,

y = −1

2

[
(x + C)2 − 4 x (x+ C) + 2 x2)

]
=

1

2

(
x2 − C2

)
+ C x. ◮
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2.5.2. Óðàâíåíèÿ âèäà f(y, y′) = 0 è f(x, y′) = 0

Åñëè óðàâíåíèÿ óêàçàííîãî âèäà ëåãêî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî y′,
òî, âûðàæàÿ y′ ÷åðåç y èëè x, ïîëó÷àåì ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿ-

þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

�àññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà òàêèå äåéñòâèÿ íåâîçìîæíû.

1°. Ïóñòü óðàâíåíèå f(y, y′) = 0 ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî y:

y = ϕ(y′).

Ââîäÿ ïàðàìåòð p = y′, ïîëó÷èì, ÷òî y = ϕ(p). Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ðà-

âåíñòâî è çàìåíÿÿ dy ÷åðåç p dx, ïîëó÷èì

p dx = ϕ′(p) dp,

îòêóäà

dx =
ϕ′(p)

p
dp è x =

∫
ϕ′(p)

p
dp+ C.

Â ðåçóëüòàòå îáùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå:

x =

∫
ϕ′(p)

p
dp+ C, y = ϕ(p).

Ïðèìåð 2.42. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y = y′2 ey
′

.

◭ Ïîñëå ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà ïîëó÷àåì y = p2 ep ≡ ϕ(p). Îòñþäà

x =

∫
2 p ep + p2 ep

p
dp+ C =

∫ (
2 ep + p ep

)
dp+ C,

à ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîãî ñëàãàåìîãî â

ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè íàõîäèì, ÷òî

x = 2 ep + (p− 1) ep + C, y = p2 ep. ◮

2°. Ïóñòü óðàâíåíèå f(y, y′) = 0 íåðàçðåøèìî (èëè òðóäíî ðàçðåøèìî)
è îòíîñèòåëüíî y, è îòíîñèòåëüíî y′, íî äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü âûðàæå-
íèÿ y è y′ ÷åðåç íåêîòîðûé ïàðàìåòð t:

y = ϕ(t), y′ = p = ψ(t).
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Îòñþäà dy = p dx = ψ(t) dx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dy = ϕ′(t) dt, à ñëåäîâà-

òåëüíî, ψ(t) dx = ϕ′(t) dt. Òîãäà

x =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåäñòàâ-

ëåíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå:

x =

∫
ϕ′(t)

ψ(t)
dt+ C, y = ϕ(t).

Ïðèìåð 2.43. �åøèòü óðàâíåíèå y2/5 + (y′)2/5 = a2/5 (a > 0). Â ýòîì

ñëó÷àå ëåãêî óâèäåòü, ÷òî äîïóñòèìû ïðåäñòàâëåíèÿ

y = ϕ(t) ≡ a cos5t, y′ = ψ(t) ≡ a sin5t.

Ïîýòîìó

x =

∫
(a cos5t)′

a sin5t
dt+ C =

∫
5 cos4t (− sin t)

sin5t
dt+ C = −5

∫
ctg4t dt+ C.

Çàìå÷àÿ, ÷òî

ctg4t = ctg2t · cos
2t

sin2t
= ctg2t

( 1

sin2t
− 1

)
,

ïîëó÷èì

x = −5

∫
ctg4t dt+ C = −5

∫
ctg2t

( 1

sin2t
− 1

)
dt+ C =

=
5

3
ctg3t+ 5

∫
ctg2t dt+ C =

5

3
ctg3t+ 5

∫ ( 1

sin2t
− 1

)
dt+ C =

=
5

3
ctg3t− 5 ctg t− 5 t+ C.

Èòàê,

x = 5
( ctg3t

3
− ctg t− t

)
+ C, y = a cos5t. ◮

3°. Ïóñòü óðàâíåíèå f(x, y′) = 0 ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x:

x = ϕ(y′).
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Ââîäÿ ïàðàìåòð p = y′, ïîëó÷èì, ÷òî x = ϕ(p). Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ðà-

âåíñòâî è çàìåíÿÿ dx ÷åðåç dy/p, ïîëó÷èì

dy

p
= ϕ′(p) dp,

îòêóäà

dy = pϕ′(p) dp è y =

∫
pϕ′(p) dp+ C.

Â ðåçóëüòàòå îáùåå ðåøåíèå �îðìå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé

�îðìå, ñõîäíîé ñî ñëó÷àåì 1°:

x = ϕ(p), y =

∫
pϕ′(p) dp+ C.

Ïðèìåð 2.44. �åøèì óðàâíåíèå x = y′ + sin y′. Çäåñü ϕ(p) = p+ sin p.
Ïîýòîìó

y =

∫
p (1 + cos p) dp+ C =

p2

2
+

∫
p d(sin p) + C =

=
p2

2
+ p sin p−

∫
sin p dp+ C =

p2

2
+ p sin p+ cos p+ C.

Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü

x = p+ sin p, y =
p2

2
+ p sin p+ cos p+ C. ◮

2.5.3. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è Êëåðî

Îïðåäåëåíèå 2.22. Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà èìååò âèä

y = xϕ(y′) + ψ(y′). (2.54)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêò, ââåäåì ïàðàìåòð p = y′. Òîãäà, äè�-
�åðåíöèðóÿ ïî x è çàìåíÿÿ dy ÷åðåç p dx, ïðèâîäèì ðàññìàòðèâàåìîå

óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó îòíîñèòåëüíî x êàê �óíêöèè p:

p dx = ϕ(p) dx + xϕ′(p) dp+ ψ′(p) dp,
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2.5. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

èëè

dx

dp
+

ϕ′(p)

ϕ(p)− p
x = − ψ′(p)

ϕ(p)− p
.

Åñëè íàéòè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå x = η(p, C), òî îáùåå ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå òàê:

x = η(p, C), y = η(p, C)ϕ(p) + ψ(p).

Îïðåäåëåíèå 2.23. Óðàâíåíèå Êëåðî èìååò âèä

y = x y′ + ψ(y′) (2.55)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (ϕ(y′) = y′).

Òîãäà, äåéñòâóÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-

æà, ïîëó÷èì

p dx = p dx+ x dp+ ψ′(p) dp,

îòêóäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

dp = 0, x = −ψ′(p).

Èç ïåðâîãî èç íèõ ïîëó÷àåì p = C, à ñëåäîâàòåëüíî, îáùèì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Êëåðî áóäåò �óíêöèÿ y = C x+ ψ(C).
�åøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðà p èç ñîîòíî-

øåíèé y = x p+ ψ(p) è x+ ψ′(p) = 0, áóäåò îñîáûì.

Ïðèìåð 2.45. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå y = 2 x y′ + ln y′ (y′ > 0).
◭ Ýòî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà. Çäåñü ϕ(y′) = 2 y′, ψ(y′) = ln y′. Òîãäà

óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ x áóäåò èìåòü âèä

dx

dp
+

2

p
x = − 1

p2
.

Îáîçíà÷àÿ 2/p ÷åðåç P , à 1/p2 � ÷åðåç Q, âû÷èñëÿåì

R =

∫
P dp = ln p2, eR = p2, e−R =

1

p2
,

∫
eRQdp = −p,

73



2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

îòêóäà

x =
C − p

p2
, y = 2

C − p

p
+ ln p. ◮

Ïðèìåð 2.46. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y = x y′ − y′2.
◭ Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Êëåðî. Ââåäåì ïàðàìåòð

p = y′. Òîãäà ïîëó÷èì

y = x p− p2,

dy = x dp+ p dx− 2 p dp,

dy = p dx,

ñëåäîâàòåëüíî,

x dp− 2 p dp = 0, (x− 2 p) dp = 0.

Åñëè x− 2 p = 0, òî

x = 2 p,

y = p2,

èëè y = x2/4.
Èç dp = 0 ñëåäóåò, ÷òî p = C. Òîãäà y = C x−C2

, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ. ◮

2.6. Óðàâíåíèå �èêêàòè

∗

Îïðåäåëåíèå 2.24. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = a(x) y2 + b(x) y + c(x), (2.56)

ãäå a(x), b(x), c(x) � èçâåñòíûå �óíêöèè, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêà-

òè.

Â îáùåì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàë Ëèóâèëëü, óðàâíåíèå (2.56) â êâàäðàòó-

ðàõ íå ðàçðåøèìî, íî åñòü íåñêîëüêî �îðì óðàâíåíèÿ �èêêàòè, ðåøåíèÿ

êîòîðûõ íåñëîæíî íàéòè.

1°. Åñëè a(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå �èêêàòè âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíîå

óðàâíåíèå.

2°. Åñëè c(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå �èêêàòè âûðîæäàåòñÿ â óðàâíåíèå

Áåðíóëëè.
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3°. Åñëè êîý��èöèåíòû a, b, c ïîñòîÿííû, òî óðàâíåíèå (2.56) äîïóñêà-
åò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê îáùåìó èíòåãðàëó ñëåäóþùåãî

âèäà:

x+ C =

∫
dy

a y2 + b y + c
.

4°. Óðàâíåíèå

y′ = λ(x) (a y2 + b y + c), (2.57)

ãäå a, b, c ïîñòîÿííû, ïðè÷åì a2 + c2 6= 0 (îáîçíà÷èì ýòè óñëîâèÿ ÷åðåç

C), ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

5°. Óðàâíåíèå

y′ = a
y2

x2
+ b

y

x
+ c

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé C ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì.

6°. Óðàâíåíèå

y′ = a
y2

x
+

1

2

y

x
+ c

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé C ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (2.57) çàìåíîé y =
z
√
x, ãäå z � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.
7°. Óðàâíåíèå

y′ = Ay2 +
B

x
y +

C

x2
,

ãäå A, B, C � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, çàìåíîé y = z/x, ãäå z � íîâàÿ íåèçâåñò-
íàÿ �óíêöèÿ, ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

�àññìîòðèì ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ �èêêàòè è åãî ðåøåíèé.

Ñâîéñòâî 2.1. Åñëè �óíêöèè a(x), b(x) è c(x) îïðåäåëåíû è íåïðå-

ðûâíû íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗) (−∞ ≤ x∗ < x∗ ≤ +∞), ïðè÷åì a(x) ≡/ 0 è

c(x) ≡/ 0, òî íà ýòîì èíòåðâàëå óðàâíåíèå �èêêàòè (2.56) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå y = ϕ(x), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0,
ãäå x ∈ (x∗, x

∗), −∞ < y < +∞.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå �èêêàòè íå èìååò îñîáûõ ðåøåíèé, à âñÿêîå åãî

ðåøåíèå � ÷àñòíîå.

Ñâîéñòâî 2.2. Åñëè èçâåñòíî êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗ óðàâíå-

íèÿ (2.56), òî åãî îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ êâàä-

ðàòóð.
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◭ Ïóñòü y(x) = y∗(x) + z(x), ãäå z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ y â óðàâíåíèå (2.56), ïîëó÷èì:

y′∗ + z′ = a(x) (y2∗ + 2 y∗ z + z2) + b(x) (y∗ + z) + c(x),

îòêóäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî y∗ � ðåøåíèå (2.56), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ

íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè:

z′ = a(x) (2 y∗ z + z2) + b(x) z,

èëè

z′ = a(x) z2 +
[
2 a(x) y∗ + b(x)

]
z. (2.58)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè. ◮

Ïðèìåð 2.47. �åøèòü óðàâíåíèå �èêêàòè y′ = −y2+2 y sinx−sin2 x+
+ cosx, åñëè èçâåñòíî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗ = sinx.

◭ Êîý��èöèåíòàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäóò

a = −1, b = 2 sinx, c = − sin2 x+ cosx.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè z ïðèìåò ñëåäóþùèé

âèä:

z′ = −z2 + (−2 sinx+ 2 sinx) z, èëè

dz

dx
= −z2.

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì

−
∫
dz

z2
= x+ C,

îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

1

z
= x+ C.

Âûðàæàÿ z èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

y = sinx+
1

x+ C . ◮

Çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå óäîáíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïå-

ðåõîä ê íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïî �îðìóëå y(x) = y∗(x) + 1/z(x),
êîòîðûé óðàâíåíèå �èêêàòè ïðåâðàùàåò â ëèíåéíîå ñëåäóþùåãî âèäà:

z′ − (2 a y∗ + b) z = a.
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2.6. Óðàâíåíèå �èêêàòè

Ñâîéñòâî 2.3. Åñëè èçâåñòíû äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ y∗1 è y∗2 óðàâíå-
íèÿ (2.56), òî åãî îáùèé èíòåãðàë íàõîäèòñÿ îäíîé êâàäðàòóðîé.

◭ Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî y∗1 � ÷àñòíîå ðåøåíèå (2.56), âåðíî òîæäåñòâî:

y′∗1 ≡ a(x) y2∗1 + b(x) y∗1 + c(x),

à ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.56) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

1

y − y∗1

d(y − y∗1)

dx
= a(x) (y + y∗1) + b(x),

èëè

d

dx

[
ln(y − y∗1)

]
= a(x) (y + y∗1) + b(x). (2.59)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ y∗2, íàõîäèì, ÷òî

d

dx

[
ln(y − y∗2)

]
= a(x) (y + y∗2) + b(x). (2.60)

Åñëè òåïåðü èç (2.59) âû÷åñòü óðàâíåíèå (2.60), òî ïîëó÷èì

d

dx

[
ln
y − y∗1
y − y∗2

]
= a(x) (y∗1 − y∗2),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

y − y∗1
y − y∗2

= C exp
[ ∫

[ a(x) (y∗1 − y∗2) ] dx
]
. ◮ (2.61)

Ïðèìåð 2.48. Óðàâíåíèå

y′ = y2 + (2− ctg x− 2 cosec2x− tg x) y +
cosx (cosx+ cos 3x− 2 sinx)

2 sin4x

èìååò ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ:

y∗1 = ctg x+ ctg2x, y∗2 = − ctg x+ ctg2x.

Òîãäà ïî �îðìóëå (2.61) îáùèé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

y − ctg x− ctg2x

y + ctg x− ctg2x
= C e

∫
2 ctgx dx ≡ C sin2x,
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èëè

y = − ctg x+ ctg2x+
2 ctg x

1− C sin2x
. ◮

Ñâîéñòâî 2.4. Óðàâíåíèå �èêêàòè ñîõðàíÿåò ñâîé âèä ïðè ëþáîé çà-

ìåíå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x = φ(t), ãäå φ(t) � ëþáàÿ íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå (t∗, t
∗), ïðè÷åì

φ′(t) 6= 0 íà (t∗, t
∗).

Ñâîéñòâî 2.5. Åñëè a′′(x) è b′(x) ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû, òî íà

íåêîòîðîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ x óðàâíåíèå �èêêàòè ëèíåéíîé çàìåíîé

íåèçâåñòíîé �óíêöèè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

ỹ′ = ± ỹ2 + c̃(x).

2.7. Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ

∗

�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàä-

êèõ êðèâûõ

Φ(x, y, C) = 0, (2.62)

ãäå C � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

Îïðåäåëåíèå 2.25. �ëàäêàÿ êðèâàÿ L ⊂ R2
íàçûâàåòñÿ îãèáàþùåé

ñåìåéñòâà êðèâûõ, åñëè îíà â êàæäîé ñâîåé òî÷êå èìååò êàñàòåëüíóþ,

îáùóþ ñ îäíîé èç êðèâûõ ýòîãî ñåìåéñòâà, íî íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé

êðèâîé èç (2.62).

Ïðèìåð 2.49. Äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ

y = cos(x− C), (2.63)

ãäå C ∈ R, ïðÿìûå y = 1 è y = −1 áóäóò îãèáàþùèìè, òàê êàê îíè â

êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàþòñÿ îäíîé èç êðèâûõ äàííîãî ñåìåéñòâà è íå

ñîâïàäàþò íè ñ îäíîé èç íèõ. ◮

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ñîîòíîøåíèå (2.62) ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì

ÎÄÓ

F (x, y, y′) = 0, (2.64)
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à L � îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ (2.62), òî L � îñîáàÿ èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.64).

◭ Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, â êàæäîé òî÷êå îãèáàþùåé L íàïðàâëåíèå

êàñàòåëüíîé ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì êàñàòåëüíîé ê îäíîé èç èíòåãðàëü-

íûõ êðèâûõ (2.62) óðàâíåíèÿ (2.64), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ íàïðàâëåíèåì

ïîëÿ, çàäàâàåìîãî ÎÄÓ (2.64). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L � èíòåãðàëüíàÿ êðè-

âàÿ óðàâíåíèÿ (2.64). À òàê êàê ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó êðèâîé ïðîõîäèò íå

ìåíåå äâóõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (ýòî ïî êðàéíåé ìåðå ñàìà êðèâàÿ L è

îäíà èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (2.62) ), òî L � îñîáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

ÎÄÓ (2.64). ◮

Ïðèìåð 2.50. Äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ

(
y′x
)2

+ y2 = 1 (2.65)

èìååò îáùåå ðåøåíèå (2.63). Òàê êàê ïðÿìûå y = ±1 ÿâëÿþòñÿ îãèáà-

þùèìè ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (2.63), òî îíè ñîãëàñíî òåîðåìå

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñîáûå èíòåãðàëüíûå ïðÿìûå óðàâíåíèÿ (2.64). ◮

Òåîðåìà 2.4 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãèáàþùåé). Åñëè

�óíêöèÿ Φ(x, y, C) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè ïî x, y, C â íåêîòîðîé îáëàñòè AA ⊂ R3
è ñåìåéñòâî êðèâûõ (2.62)

èìååò îãèáàþùóþ L, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé ïðîèçâîäíûå Φ′
x(x, y, C) è

Φ′
y(x, y, C) îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî êîîðäèíàòû îãèáàþùåé

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
Φ(x, y, C) = 0,

Φ′
C(x, y, C) = 0.

(2.66)

Îïðåäåëåíèå 2.26. Êðèâàÿ L, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñè-

ñòåìå óðàâíåíèé (2.66), íàçûâàåòñÿ C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé ñåìåé-

ñòâà (2.62).

Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ

(2.62) ÿâëÿåòñÿ C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé èëè îäíîé èç åå âåòâåé. Îä-

íàêî íå âñÿêàÿ C-äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà (2.62) áóäåò îãèáà-

þùåé ýòîãî ñåìåéñòâà, ÷òî âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 2.51. Ñåìåéñòâî ïîëóêóáè÷åñêèõ ïàðàáîë

Φ(x, y, C) ≡ (y + C)2 − x3 = 0

èìååò C-äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ x = 0, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé
ýòîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ. ◮
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Òåîðåìà 2.5 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãèáàþùåé). Åñëè

â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîé êðèâîé

ℓ = { (x, y |x = ϕ(t), y = ψ(t) }, t ∈ 〈α, β〉,

âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà





Φ
(
ϕ(t), ψ(t), C(t)

)
≡ 0,

Φ′
C

(
ϕ(t), ψ(t), C(t)

)
≡ 0,∣∣Φ′

x

(
ϕ(t), ψ(t), C(t)

)∣∣+
∣∣Φ′

y

(
ϕ(t), ψ(t), C(t)

)∣∣ 6= 0,

(2.67)

òî ýòà êðèâàÿ ℓ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ (2.62).

Ïðèìåð 2.52. Ïðÿìàÿ y = −x ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ãëàäêèõ
êðèâûõ

y + x− (x+ C)3 = 0,

ãäå C � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà (2.67) â ýòîì

ñëó÷àå èìååò âèä





y + x− (x+ C)3 = 0,

−3 (x+ C)2 = 0,∣∣1− 3 (x+ C)2
∣∣+

∣∣1
∣∣ 6= 0.

(2.68)

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì, ÷òî C = −x, y = −x. Òàê êàê ïî-

ñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðÿìàÿ y = −x
� îãèáàþùàÿ äàííîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ. ◮

Èç òåîðåìû 2.51 ñëåäóåò âòîðîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îñîáûõ èíòåãðàëü-

íûõ êðèâûõ äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîäíîé, à èìåííî, íàõîæäåíèå îãèáàþùèõ ñåìåéñòâà ãëàäêèõ èíòå-

ãðàëüíûõ êðèâûõ, çàäàâàåìîãî îáùèì èíòåãðàëîì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2.8. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà

∗

Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþò íà÷àëüíîé ÷àñòè ïîäðàçäåëà 2.1) ïðîàíàëèçèðóåì ñóùåñòâî óñëî-

âèÿ Ëèïøèöà.

Ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ ëåãêî ïîíÿòü, åñëè ïðåäñòàâèòü åãî â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

tgα =
|f(x, y1)− f(x, y2)|

|y1 − y2|
6 L. (2.69)
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Ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x∗ ïåðåìåííîé x, �óíêöèÿ f
ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò ïåðåìåííîé y: f̃(y) = f(x∗, y). �àññìîòðèì ãðà�èê

ýòîé �óíêöèè. Âîçüìåì äâå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè DD, íà ýòîì

ãðà�èêå è ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ ïðÿìóþ. Òîãäà óãîë α ìåæäó ïðÿìîé è

îñüþ OY îãðàíè÷åí íåêîòîðûì çíà÷åíèåì arctgL, êîòîðîå ìåíüøå π/2.

Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè ãðà�èê �óíêöèè f̃ íå èìååò âåðòèêàëüíûõ êàñà-

òåëüíûõ è ñêà÷êîâ, à â òåõ òî÷êàõ, ãäå ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f̃ ′
y, îíà îãðàíè÷åíà:

∣∣∣∣
∂f(x∗, y)

∂y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ lim
y→y2

f(x, y)− f(x, y2)

y − y2

∣∣∣∣ 6 L. (2.70)

Òåîðåìà 2.6. Åñëè â îáëàñòè DD �óíêöèÿ f èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñò-

íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′
y, òî â ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà

(2.6).

◭ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′
y íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè, òî îíà îãðàíè÷åíà: |f ′

y| 6 L. Ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ èìååì

f(x, y1)− f(x, y2) = f ′
y

(
x, y1 + θ (y1 − y2)

)
(y1 − y2), 0 6 θ 6 1.

Òîãäà

∣∣f(x, y1)− f(x, y2)
∣∣ =

∣∣∣f ′
y

(
x, y1 + θ (y1 − y2)

)
(y1 − y2)

∣∣∣ 6

6
∣∣∣f ′

y

(
x, y1 + θ (y1 − y2)

)∣∣∣
∣∣y1 − y2

∣∣ 6 L
∣∣y1 − y2

∣∣. ◮

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ïåàíî. Îíî áóäåò ñîñòî-

ÿòü èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé.

1°. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

Ïðèâåäåì èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.5) ê èí-

òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (2.2) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè

îò x. Çàìåíèì x íà t:

dy(t)

dt
= f

(
t, y(t)

)
.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî t îò x äî x0:

∫ x

x0

dy(t)

dt
dt =

∫ x

x0

dy(t) = y(x)− y(x0) =

∫ x

x0

f
(
t, y(t)

)
dt.
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Âîñïîëüçóåìñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0) = y0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, y(t)

)
dt. (2.71)

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.71) ýêâèâàëåíòíî äè��å-

ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.5). Äëÿ ýòîãî

íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç (2.2) è (2.5) ñëåäóåò (2.71) è èç (2.71) ñëåäóþò (2.2)

è (2.5). Òî, ÷òî èç (2.2) è (2.5) ñëåäóåò (2.71) áûëî ïîêàçàíî ðàíåå. Îñòà-

ëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èç (2.71) ñëåäóþò (2.2) è (2.5). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

x = x0 â (2.71). Ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå (2.5). Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ

îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.71) ïî x, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2.2).

Äàëåå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.71) ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé {y[k](x)}, k = 0, 1, 2, ..., n, ..., ïåðåìåííîé x ïî �îðìóëàì:

y[0](x) = y0, (2.72)

y[k](x) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, y[k−1](t)

)
dt, k = 1, 2, ..., n. (2.73)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè n → ∞ ïðèáëèæåíèÿ y[n](x) ñòðåìÿòñÿ ê

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2.71):

Y (x) = lim
n→∞

y[n](x), (2.74)

ãäå Y (x) � ýòî ñàìîå ðåøåíèå. Åñëè ýòî áóäåò äîêàçàíî, òî áóäåò äîêàçàíî
è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ â äâà ýòà-

ïà:

1) ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî ïðåäåë (2.74) ñóùåñòâóåò;

2) çàòåì òî, ÷òî Y (x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.71):

Y (x) ≡ y0 +

∫ x

x0

f
(
t, Y (t)

)
dt.

2°. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà y[n](x) ïðè n→ ∞
Ïðåäñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.72), (2.73) â âèäå n-õ

÷àñòè÷íûõ ñóìì �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà:

y[n](x) = y[0](x) +
[
y[1](x)− y[0](x)

]
+
[
y[2](x)− y[1](x)

]
+ ...+
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+
[
y[n−1](x)− y[n−2](x)

]
+
[
y[n](x) − y[n−1](x)

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà y[n](x) ïðè
n→ ∞ íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä

y0 +

∞∑

k=1

[
y[k](x)− y[k−1](x)

]
(2.75)

ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå |x− x0| 6 h = min
(
a, b/M

)
.

Çàìå÷àíèå. Äàëåå îñíîâíûå âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ x > x0.
Åñëè æå x < x0, òî ïðè ïåðâîì âõîæäåíèè èíòåãðàëà ïîä çíàê ìîäóëÿ

ìåíÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìåñòàìè. �åçóëüòàò áóäåò òîò æå, ÷òî è

â ïåðâîì ñëó÷àå.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè |x− x0| 6 h ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ y[k](x) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó |y − y0| 6 b. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k =

1 èìååì

∣∣y[1](x)− y0
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

f
(
t, y0

)
dt
∣∣∣ 6

∫ x

x0

∣∣f
(
t, y0

)∣∣ dt 6

6

∫ x

x0

M dt =M |x− x0| 6M h.

Ïîñêîëüêó h åñòü íàèìåíüøåå èç äâóõ ÷èñåë a è b/M , òî h 6 b/M è∣∣y[1](x)− y0
∣∣ 6 b.

Äàëåå, ïîñêîëüêó y[1](x) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó
∣∣y[1](x)− y0

∣∣ 6 b, òî∣∣f
(
x, y[1](x)

)∣∣ 6M . Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

∣∣y[2](x)− y0
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

f
(
t, y[1](y)

)
dt
∣∣∣ 6M h.

Îòñþäà

∣∣y[2](x)− y0
∣∣ 6 b.

Äàëåå, ïî èíäóêöèè, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ y[k−1](x) ïðèíàäëåæèò èí-

òåðâàëó

∣∣y[k−1](x) − y0
∣∣ 6 b, òî

∣∣f
(
x, y[k−1](x)

)∣∣ 6M è

∣∣y[k](x) − y0
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

f
(
t, y[k−1](y)

)
dt
∣∣∣ 6M h,

÷òî âëå÷åò

∣∣y[k](x)− y0
∣∣ 6 b.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ y[k](x) ïðè-
íàäëåæàò èíòåðâàëó

∣∣y[k](x)− y0
∣∣ 6 b. Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü ÷ëåíû ðÿäà

(2.75), ïðèìåíÿÿ óñëîâèå Ëèïøèöà.
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Äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà èìååì

∣∣y[1](x)− y0
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

f
(
t, y0

)
dt
∣∣∣ 6

∫ x

x0

∣∣f
(
t, y0

)∣∣ dt 6

6

∫ x

x0

M dt =M |x− x0|,

ò.å.

∣∣y[1](x) − y0
∣∣ 6M |x− x0|. (2.76)

Äëÿ âòîðîãî ÷ëåíà ïðèìåíÿåì óñëîâèå Ëèïøèöà è îöåíêó (2.76):

∣∣y[2](x)− y[1](x)
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

[
f
(
t, y[1](t)

)
− f

(
t, y0

)]
dt
∣∣∣ 6

6

∫ x

x0

∣∣f
(
t, y[1](t)

)
− f

(
t, y0

)∣∣ dt 6 L

∫ x

x0

∣∣y[1](t)− y0
∣∣ dt 6

6 LM

∫ x

x0

∣∣t−x0
∣∣ dt = LM

∫ x

x0

(
t−x0

)
dt =

LM

1 · 2
(
x−x0

)2
=
LM

2!
|x−x0|2,

ò.å.

∣∣y[2](x) − y[1](x)
∣∣ 6 LM

2!
|x− x0|2. (2.77)

Äëÿ òðåòüåãî ÷ëåíà òàêæå èñïîëüçóåì óñëîâèå Ëèïøèöà è îöåíêó

(2.77):

∣∣y[3](x)− y[2](x)
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

[
f
(
t, y[2](t)

)
− f

(
t, y[1](t)

)]
dt
∣∣∣ 6

6

∫ x

x0

∣∣f
(
t, y[2](t)

)
− f

(
t, y[1](t)

)∣∣ dt 6 L

∫ x

x0

∣∣y[2](t)− y[1](t)
∣∣ dt 6

6 L2M

∫ x

x0

∣∣t− x0
∣∣2 dt = L2M

∫ x

x0

(
t− x0

)2
dt =

=
L2M

3!

(
x− x0

)3
=
L2M

3!
|x− x0|3,

ò.å.

∣∣y[3](x) − y[2](x)
∣∣ 6 L2M

3!
|x− x0|3. (2.78)
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Äàëåå ïðèìåíÿåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü

∣∣y[k](x)− y[k−1](x)
∣∣ 6 Lk−1M

k!
|x− x0|k. (2.79)

Òîãäà

∣∣y[k+1](x) − y[k](x)
∣∣ =

∣∣∣
∫ x

x0

[
f
(
t, y[k](t)

)
− f

(
t, y[k−1](t)

)]
dt
∣∣∣ 6

6

∫ x

x0

∣∣f
(
t, y[k](t)

)
− f

(
t, y[k−1](t)

)∣∣ dt 6 L

∫ x

x0

∣∣y[k](t)− y[k−1](t)
∣∣ dt 6

6 LkM

∫ x

x0

∣∣t− x0
∣∣k dt = LkM

∫ x

x0

(
t− x0

)k
dt =

=
LkM

(k + 1)!

(
x− x0

)k+1
=

LkM

(k + 1)!
|x− x0|k+1,

ò.å.

∣∣y[k+1](x)− y[k](x)
∣∣ 6 LkM

(k + 1)!
|x− x0|k+1. (2.80)

Èòàê, ïîñêîëüêó (2.79) ñïðàâåäëèâî äëÿ k = 1 è èç (2.79) ñëåäóåò

(2.80), òî (2.79) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ k.
Çàïèøåì ðÿä (2.75) â âèäå

y0 +

∞∑

k=1

uk(x), (2.81)

ãäå uk(x) = y[k](x) − y[k−1](x). Ïðèìåíèì (2.79) è çàìåíèì |x − x0| íàè-
áîëüøèì äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì h:

∣∣uk(x)
∣∣ =

∣∣y[k](x)− y[k−1](x)
∣∣ 6 Lk−1M

k!
|x− x0|k 6

Lk−1M

k!
hk.

Òîãäà êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (2.81) îãðàíè÷åí ïî ìîäóëþ ÷ëåíîì ðÿäà

∞∑

k=1

vk =

∞∑

k=1

Lk−1M

k!
hk. (2.82)

Èññëåäóåì ðÿä (2.82) íà ñõîäèìîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðèçíàê Äà-

ëàìáåðà:

lim
n→∞

∣∣∣
vn+1

vn

∣∣∣ = lim
n→∞

LnM hn+1 n!

(n+ 1)!Ln−1M hn
= lim

n→∞

Lh

n+ 1
= 0 < 1.
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Èòàê, ðÿä (2.82) ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ðÿäà (2.81) íà÷èíàÿ ñî

âòîðîãî, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (2.82),

òî ñîãëàñíî êðèòåðèÿ Âåéåðøòðàññà ðÿä (2.81) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî äëÿ

âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x− x0| 6 h. Ïîñêîëüêó èíòåãðàë åñòü

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà, òî êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (2.81) åñòü

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò x. Ïîýòîìó ïðåäåë

Y (x) = lim
n→∞

y[n](x) (2.83)

ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé îò x.

3°. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Y (x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.71)

�àññìîòðèì óðàâíåíèå (2.73):

y[k](x) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, y[k−1](t)

)
dt, k = 1, 2, ..., n.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè k → +∞, ýòî óðàâíåíèå ñòðåìèòñÿ ê óðàâíåíèþ

Y (x) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, Y (t)

)
dt. (2.84)

Â ñèëó (2.83) ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.73) ñòðåìèòñÿ ê Y (x). Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî

lim
k→∞

∫ x

x0

f
(
t, y[k−1](t)

)
dt =

∫ x

x0

f
(
t, Y (t)

)
dt.

Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.73):

∫ x

x0

f
(
t, y[k−1](t)

)
dt =

∫ x

x0

f
(
t, Y (t)

)
dt−

∫ x

x0

[
f
(
t, Y (t)

)
− f

(
t, y[k−1](t)

)]
dt.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó âñå y[k](t) ïðèíàäëåæàò çàêðûòîìó îòðåç-
êó

∣∣y[k](x)−y0
∣∣ 6 b, òî è Y (x) ïðèíàäëåæèò ýòîìó îòðåçêó:

∣∣Y (x)−y0
∣∣ 6 b.

Ïîýòîìó äîïóñòèìî ïðèìåíèòü óñëîâèå Ëèïøèöà.

Îöåíèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âòîðîãî èíòåãðàëà:

∣∣∣
∫ x

x0

[
f
(
t, Y (t)

)
− f

(
t, y[k−1](t)

)]
dt
∣∣∣ 6

6

∫ x

x0

∣∣f
(
t, Y (t)

)
− f

(
t, y[k−1](t)

)∣∣ dt 6 L

∫ x

x0

∣∣Y (t)− y[k−1](t)
∣∣ dt.
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Ïîñêîëüêó ïðè k → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê Y (x) ðàâíî-
ìåðíî, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ìîæíî óêàçàòü òàêîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ âñåõ k − 1 > N áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî∣∣Y (t)− y[k−1](t)

∣∣ < ε. Òîãäà

L

∫ x

x0

∣∣Y (t)− y[k−1](t)
∣∣ dt 6 L ε

∫ x

x0

dt 6 L ε h.

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî, òî

lim
k→∞

∫ x

x0

[
f
(
t, Y (t)

)
− f

(
t, y[k−1](t)

)]
dt = 0.

Ïîýòîìó

lim
k→∞

∫ x

x0

f
(
t, y[k−1](t)

)
dt =

∫ x

x0

f
(
t, Y (t)

)
dt.

Òî åñòü ïðè k → ∞ óðàâíåíèå (2.73) ïðèíèìàåò âèä (2.84).

4°. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.71)

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, y(t)

)
dt,

èìååò äâà ðåøåíèÿ Y1(x) è Y2(x), ðàçëè÷àþùèåñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x∗,
ïðèíàäëåæàùåé èíòåðâàëó |x∗ − x0| 6 h. �àññìîòðèì �óíêöèþ Z(x) =
Y1(x)−Y2(x). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Z(x∗) > 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîìåíÿåì

ìåñòàìè Y1(x) è Y2(x).
Ïîñêîëüêó Y1(x) è Y2(x) íåïðåðûâíû, òî è Z(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíê-

öèÿ. Ïîýòîìó îíà îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì

òî÷êó x∗: Z(x) > 0 ïðè x01 < x < x02.
Âñëåäñòâèå òîãî ÷òî Y1(x0) = Y2(x0) = y0, Z(x0) = 0, ò.å. òî÷êà x0 íå

ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó x01 < x < x02.
Åñëè x01 > x0, òî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (2.71) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y(x) = y0 +

∫ x01

x0

f
(
t, y(t)

)
dt+

∫ x

x01

f
(
t, y(t)

)
dt = y01 +

∫ x

x01

f
(
t, y(t)

)
dt,

ãäå

y01 = y0 +

∫ x01

x0

f
(
t, y(t)

)
dt.
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Åñëè ïåðåîáîçíà÷èì ïîñòîÿííûå: x01 7→ x0; y01 7→ y0, òî ïîëó÷èì çàäà÷ó

(2.71), äëÿ êîòîðîé Z(x0) = 0, Z(x) > 0 ïðè x0 < x < x2, ãäå x2 �

íåêîòîðîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x0 + h.
Åñëè x02 < x0, òî ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî:

y(x) = y0 +

∫ x02

x0

f
(
t, y(t)

)
dt+

∫ x

x02

f
(
t, y(t)

)
dt = y02 +

∫ x

x02

f
(
t, y(t)

)
dt.

Ïåðåîáîçíà÷èì ïîñòîÿííûå: x02 → x0; y02 → y0. Ïîëó÷èì çàäà÷ó (2.71),

äëÿ êîòîðîé Z(x0) = 0, Z(x) > 0 ïðè x1 < x < x0, ãäå x1 � íåêîòîðîå

÷èñëî, íå ìåíüøåå x0 − h.
Èòàê, èìååì Z(x0) = 0; Z(x) > 0 ïðè x0 < x < x2 (èëè ïðè x1 < x <

x0 ).
Äàëåå, âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε < x2 − x0 (èëè

ε < x0 − x1) è ðàññìîòðèì îòðåçîê x0 6 x 6 x0 + ε (èëè x0 − ε 6 x 6

x0). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Z(x) íåïðåðûâíà, îíà äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèÿ (Zmax) â îäíîé èç òî÷åê (xmax) ýòîãî îòðåçêà: x0 < xmax 6 x0+ε
(èëè x0 − ε 6 xmax < x0).

Îöåíèì Zmax, ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå (2.71) è óñëîâèå Ëèïøèöà:

Zmax = Z(xmax) = Y1(xmax)− Y2(xmax) =

=

∫ xmax

x0

[
f
(
t, Y1(t)

)
− f

(
t, Y2(t)

)]
dt 6

6

∫ xmax

x0

∣∣f
(
t, Y1(t)

)
− f

(
t, Y2(t)

∣∣ dt 6 L

∫ xmax

x0

∣∣Y1(t)− Y2(t)
∣∣ dt =

= L

∫ xmax

x0

Z(t) dt 6 L

∫ xmax

x0

Zmax dt = LZmax ε,

ò.å. Zmax 6 LZmax ε. Ïîñêîëüêó Zmax 6= 0, òî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåä-

íåãî íåðàâåíñòâà íà Zmax: 1 6 L ε. Âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó

ïðè ε < 1/L ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Z(x) íå

ìîæåò èìåòü îòëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó Y1(x) = Y2(x), ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ◮

2.9. Óïðàæíåíèÿ

Àóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí íà÷åðòèòü (ïðèáëèæåííî) ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâ-

íåíèé:

01. y′ = y − x2. 02. y (y′ + x) = 1. 03. y′ =
y

x+ y
. 04. x y′ + y = 0.
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2°. �åøèòü óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

01. x y dx+ (x+ 1) dy = 0. 02.
√

y2 + 1 dx = x y dy.

03. (x2 − 1) y′ + 2x y2 = 0, y(0) = 1. 04. y′ = 3 3
√

y2, y(2) = 0.

05. y′ ctg x+ y = 2, y(0) = −1. 06. x y′ + y = y2, y(1) = 0,5.

07. 2 x2 y y′ + y2 = 2. 08. y′ − x y2 = 2x y.

09. e−y
(

1 +
dy

dx

)

= 1. 10. y′ = 10x+y .

11. (x+ 2 y) y′ = 1, y(0) = −1. 12. y′ − y = 2x− 3.

13. (x y2 + x) dx+ (y − x2 y) dy = 0. 14. y′ =
√

4x+ 2 y − 1.

15. x y y′ = 1− x2. 16. y y′ =
1− 2x

y
.

3°. �åøèòü îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ:

01. (x+ 2 y) dx− x dy = 0. 02. (y2 − 2x y) dx+ x2 dy = 0.

03. y2 + x2 y′ = x y y′. 04. x y′ − y = x tg
y

x
.

05. x y′ − y = (x+ y) ln
x+ y

y
. 06. (y +

√
x y ) dx = x dy.

07. (2x− 4 y + 6) dx+ 08. y + 2 = (2 dx+ y − 4) y′.

+ (x+ y − 3) dy = 0.

09. x− y − 1 + (y − x+ 2) y′ = 0. 10. (y′ + 1) ln
y + x

x+ 3
=

y + x

x+ 3
.

11. x3 (y′ − x) = y2. 12. 2xdy + (x2 y4 + 1) y dx = 0.

13. 2 y′ + x = 4
√
y. 14. 2x y′ + y = y2

√

x− x2 y2.

15. 2 y + (x2 y + 1) x y′ = 0.

4°. �åøèòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ:

01. x y′ − 2 y = 2x4. 02. y′ + y tg x = secx.

03. x2 y′ + x y + 1 = 0. 04. 2x (x2 + y) dx = dy.

05. x y′ + (x+ 1) y = 3x2 e−x. 06.
(

2 ey − x
)

y′ = 1.

07. (2x+ y) dy = y dx+ 4 ln y dy. 08. (1− 2x y) y′ = y (y − 1).

09. y′ + y cosx = sin x · cos x, y(0) = 0. 10. (y2 − 6 x) y′ + 2 y = 0.

11. x y′ − 3 y = x2. 12. y′ + 2 x y = 2x e−x2

.

13. (x− 2x y − y2) y′ + y2 = 0. 14. y′ + x2 y = x2, y(2) = 1.

5°. �åøèòü óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

01. y′ − 2x y = 2x3 y2. 02. y′ +
x

1− x2
y = x

√
y.
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03.y′ − 1

x
y =

1

2 y
. 04. (x y + x2 y3) = y′ = 1.

05. y′ + 2x y = 2x3 y3. 06. x y′ + y = y2 ln x, y(1) = 1.

07. 3 y2 y′ + y3 + x = 0. 08. y′ − 9x2 y = (x5 + x2) y2/3, y(0) = 0.

09. y′ − y = x y2, y(0) = 0. 10. x y′ − y = y2, y(0) = 0.

11. x y′ + y = x y2, y(0) = 0. 12. y′ =
2x

x2 cos y + a sin 2 y
.

6°. �åøèòü óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ:

01. x dx+ y dy = 0. 02.
1

x
dx− y

x2
dy = 0.

03.
2 x

y3
dx+

y2 − 3x2

y4
dy = 0. 04.

x dy − y dx

x2 + y2
= 0.

05. (2x− y + 1) dx+ (2 y − x− 1) dy = 0. 06.
1

y
dx− x

y2
dy = 0.

07. x dx+ y dy +
y dx− x dy

x2 + y2
= 0.

08. (x3 − 3x y2) dx+ (y3 − 3 x2 y) dy = 0.

09.
x dx+ y dy

√

1 + x2 + y2
+

x dy − y dx

x2 + y2
= 0.

10.
( x
√

x2 − y2
− 1

)

dx− y dy
√

x2 − y2
= 0.

11.
2 x (1− ey)

(1 + x2)2
dx+

ey

1 + x2
dy = 0.

12. (1 + ex/y) dx+ ex/y
(

1− x

y

)

dy = 0.

13.
( x
√

x2 + y2
+

1

x
+

1

y

)

dx+

+
( y
√

x2 + y2
+

1

y
− x

y2

)

dx = 0.

7°. Îïðåäåëèòü òèï è ðåøèòü ÎÄÓ:

01. x y′ + x2 + x y − y = 0. 02. 2x y′ + y2 = 1.

03. (2x y2 − y) dx+ x dy = 0. 04. (x y′ + y)2 = x2 y′.

05. y − y′ = y2 + x y′. 06. (x+ 2 y3) y′ = y.

07. (y′)3 − y′ e2x = 0. 08. x2 y′ = y (x+ y).

09. (1− x2) dy + x y dx = 0. 10. (y′)2 + 2 (x− 1) y′ − 2 y = 0.

11. y + y′ ln2 y = (x+ 2 ln y) y′. 12. x2 y′ − 2 x y = 3 y.
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13. x+ y y′ = y2 (1 + y′2). 14. y = (x y′ + 2 y)2.

Âíåàóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí íà÷åðòèòü (ïðèáëèæåííî) ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâ-

íåíèé:

01. y′ = x+ y. 02. x y′ = 1− y. 03. 2x y′ =
y2

x
.

2°. �åøèòü óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

01. (x y2 + x) dx+ (y − x2 y) dy = 0. 02. x y y′ = 1− x2.

03. y′ sin x = y ln y, y(π/2) = e. 04. y′ tg x− y = a.

05.
√

1− y2 dx+ y
√

1− x2 dy = 0. 06. x y′ =
1− 2 x

y
.

07. x2 (y3 + 5) dx+ y2 (x3 + 5) dx = 0, 08. y′ = 5
√
y, y(0) = 25.

y(0) = 1.

09. tg y dx− x ln x dy = 0, x(π/2) = e. 10. y′ + y2 = 1.

11. x y dx+ (1 + y2)
√

1 + x2 dy = 0, 12. y′
√

1 + x+ y = 1 + x+ y.

y(
√
8) = 1.

13. x
√

1 + y2 dx+ y
√

1 + x2 dy = 0, 14. y′ + sin
x+ y

2
= sin

x− y

2
.

y(
√
3) = 0.

15. y − x y′ = b (1 + x2 y′), y(1) = 1.

3°. �åøèòü îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ:

01. (x− 4 y) dx+ (x+ 4 y) dy = 0. 02. 2x3 y′ = y (2x2 − y2).

03. (x2 + y2) y′ = 2 x y. 04. x y′ = y − x ey/x.

05. x y′ = y cos ln
y

x
. 06. x y′ =

√

x2 − y2 + y.

07. (2x+ y + 1) dx− 08. (x+ 4 y) y′ = 2 x+ 3 y − 5.

− (4x+ 2 y − 3) dy = 0.

09. y′ = 2
( y + 2

x+ y − 1

)2

. 10. y′ =
y + 2

x+ 1
+ tg

y + 2

x+ 1
.

11. 2x2 y′ = y3 + x y. 12. y dx+ x (2x y + 1) dy = 0.

13. y′ = y2 − 2

x2
. 14.

2

3
x y y′ =

√

x6 − y4 + y2.
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2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

4°. �åøèòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ:

01. (2x+ 1) y′ = 4x+ 2 y. 02.
(

x y + ex
)

dx− x dy.

03. y = x (y′ − x cos x). 04. (x y′ − 1) ln x = 2 y.

05.
(

sin2 y + x ctg y
)

y′ = 1. 06. (x+ y2) dy = y dx.

07. y′ =
y

3x− y2
. 08. x y′ + y − ex = 0.

09. (1 + y2) dx =
(
√

1 + y2 sin y − x y
)

dy.

5°. �åøèòü óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

01. y′ + 2 y = y2 ex. 02. (x+ 1)(y′ + y2) = −y.

03. y′ = y4 cosx+ y tg x. 04. x y2 y′ = x2 + y3.

05. x y dy = (y2 + x) dx. 06. x y′ − 2x2 √y = 4 y.

07. x y′ + 2 y + x5 y3 ex = 0. 08. 2 y′ − x

y
=

x y

x2 − 1
.

09. y′ x3 sin y = x y′ − 2 y. 10. (2x2 y ln x) y′ = y.

11. x y′ + y = y2 lnx. 12. x2 y2 y′ + x y3 = 1.

13. y′ + 2x y = 2x3 y3. 14. dy + (x y − x y3) dx = 0.

6°. �åøèòü óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ:

01. 2x y dx+ (x2 − y2) dy = 0.

02. (2− 9x y2) x dx+ (4 y2 − 6x3) y dy = 0.

03. e−y dx− (2 y + x e−y) dy = 0.

04.
y

x
dx+ (y3 + ln x) dy = 0.

05.
3x2 + y2

y2
− 2x3 + 5 y

y3
= 0.

06. 2x
(

1 +
√

x2 − y
)

dx−
√

x2 − y dy = 0.

07. (1 + y2 sin 2x) dx− 2 y cos2x dy = 0.

08. 3x2 (1 + ln y) dx =
(

2 y − x2

y

)

dy.

09.
( x

sin y
+ 2

)

dx+
(x2 + 1) cos y

cos 2 y − 1
dy = 0.

10. x dx+ y dy +
x dy − y dx

x2 + y2
= 0.

11.
2x dx

y3
+

y2 − 3 x2

y4
dy = 0, y(1) = 1.
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2.9. Óïðàæíåíèÿ

7°. Îïðåäåëèòü òèï è ðåøèòü ÎÄÓ:

01. y′ =
1

x− y2
. 02. (y′)3 + (3x− 6) y′ = 6 y.

03. x− y

y′
=

2

y
. 04. (x+ y)2 y′ = 1.

05. 2x3 y y′ + 3x2 y2 + 7 = 0. 06.
dx

x
=

(1

y
− 2x

)

dy.

07. x y′ = ey + 2 y′. 08. 2 (x− y2) dy = y dx.

09. x2 y′2 + y2 = 2x (2− y y′). 10. dy + (x y − x y3) dx = 0.

11. 2x2 y′ = y2 (2x y′ − y). 12.
y − x y′

x+ y y′
= 2.

13. x (x− 1) y′ + 2x y = 1. 14. x y (x y′ − y)2 + 2 y′ = 0.

15. y2 + x2 y′ = x y y′. 16. y′ + y/x = −x y2.

17. 3 dy = (1− 3 y2) y sin x dx. 18. y′ = (x− y)2 + 1.

19. y′ =
1

2

[

cos(x− y)− cos(x+ y
]

. 20. y − x y′ = a (1 + x2 y′).

21. (x+ y)2 y′ = a2, a > 0.

8°. �åøèòü ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-

íîé:

01. y′3 − y′ e2x = 0. 02. y′2 + 2 (x− 1) y′ − 2 y = 0.

03. x+ y y′ = y2 (1 + y′2). 04. x+ y y′ = y2 (1 + y′2).

05. y = (x y′ + 2 y)2. 06. y′3 + (3x− 6) y′ = 3 y.

07. y′ − |y′| = 0. 08. x =
y

√

1 + y′2
.

09. x = y′3 + 1. 10. y = x y′2 + y′2.

11. y =
x · y′2

2 y′ + 4
. 12. y = x y′ − 1

y′
.

13. x y′ = ey + 2 y′. 14. 2 (x− y2) dy = y dx.

15. x2 y′2 + y2 = 2x (2− y y′). 16. dy + (x y − x y3) dx = 0.

17. 2x2 y′ = y2 (2x y′ − y). 18.
y − x y′

x+ y y′
= 2.

19. x (x− 1) y′ + 2 x y = 1. 20. x y (x y′ − y)2 + 2 y′ = 0.
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3. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÂÛÑØÈÕ

ÏÎ�ßÄÊÎÂ

3.1. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 3.1. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà èìååò

ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0. (3.1)

Åñëè ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîä-

íîé, òî îíî ïðèìåò âèä

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)), (3.2)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �óíêöèÿ (n + 1)-é íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé è íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè (n + 1)-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Rn+1

. Ïðè n > 2 óðàâíåíèÿ (3.1) è (3.2) îòíîñÿòñÿ ê ãðóïïå
óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2) íà (êîíå÷íîì èëè áåñêî-

íå÷íîì) ïðîìåæóòêå (x∗, x
∗) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x), îïðåäåëåí-

íàÿ, n ðàç äè��åðåíöèðóåìàÿ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3.2) ïðè

ëþáîì x èç ïðîìåæóòêà (x∗, x
∗).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2) ñîñòîèò â íàõîæ-

äåíèè ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y = y0, y′ = y′0, ..., y(n−1) = y
(n−1)
0 ïðè x = x0, (3.3)

ãäå x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 � íåêîòîðûå çàäàííûå ÷èñëà.

Ïðèìåð 3.1. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = f(x, y, y′) (3.4)

�îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.4), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì y = y0, y
′ = y′0 ïðè x = x0, ãäå x0, y0, y

′
0

� çàäàííûå ÷èñëà. �åîìåòðè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

Êîøè ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ âûáðàòü èç âñåãî ìíîæåñòâà èíòå-

ãðàëüíûõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè P0(x0, y0),
òó êðèâóþ, êîòîðàÿ èìååò çàäàííûé óãëîâîé êîý��èöèåíò y′0. ◮
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3.1. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

Âîçíèêàåò âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (3.2) è ïóñòü AA � îáëàñòü ïðî-

ñòðàíñòâà Rn+1
, ãäå îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû �óíêöèè f , f ′

y, f
′
y′ , ...,

f ′
y(n−1) , àðãóìåíòû êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåí-

íûå. Òîãäà, êàêîâû áû íè áûëè íà÷àëüíûå äàííûå èç îáëàñòè AA, â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

y = ϕ(x) óðàâíåíèÿ (3.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.3).

Ñëåäñòâèå 3.1. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + p(x) y′ + q(x) y = h(x) (3.5)

ñ íåïðåðûâíûìè íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗) êîý��èöèåíòàìè p(x) è q(x) è ïðà-

âîé ÷àñòüþ h(x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè èç îáëàñòè

AA = {(x, y, y′)|x∗ < x < x∗, |y| < +∞, |y′| < +∞}.

◭ Äåéñòâèòåëüíî â ýòîé îáëàñòè îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû �óíêöèè

f = h(x) − p(x) y′ − q(x) y, f ′
y = −q(x), f ′

y′ = −p(x). Ïîýòîìó â óêàçàííîé
îáëàñòè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 äëÿ óðàâíåíèÿ (3.5) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååò ìåñòî çàêëþ÷åíèå ýòîé òåîðåìû. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå

âåðíî äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà. ◮

Ïóñòü â îáëàñòè AA âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2).

Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2) â îáëàñòè AA íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

y = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn), (3.6)

îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè BB èçìåíåíèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïðåä-

ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïðîèç-

âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, ..., Cn èç îáëàñòè BB è äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè ñ ëþáûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè èç îáëàñòè BB ïðè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí C10, C20, ..., Cn0.
Îïðåäåëåíèå 3.4. ×àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêîå

åãî ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îáùåãî ïðè �èêñèðîâàííûõ

çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí C1, C2, ..., Cn.
Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè óñëîâèè (3.3)

ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:
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3. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÂÛÑØÈÕ ÏÎ�ßÄÊÎÂ

1) ïîèñê îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2);

2) äè��åðåíöèðîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ n− 1 ðàç;
3) ïîäñòàíîâêà â �îðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ íà-

÷àëüíûõ äàííûõ ñîãëàñíî óñëîâèþ (3.3);

4) ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé îòíîñèòåëüíî C1, C2, ..., Cn (ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

C10, C20, ..., Cn0 â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè);

5) ïîëó÷åíèå èç îáùåãî ðåøåíèÿ ïðè C1 = C10, C2 = C20, ..., Cn = Cn0
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

3.2. Ñëó÷àè ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà

�àññìîòðèì ÷åòûðå òèïà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿä-
êà, äîïóñêàþùèõ ïîíèæåíèå ïîðÿäêà, ò.å. ñâåäåíèå èõ ê ÄÓ áîëåå íèçêîãî

ïîðÿäêà.

1°. Óðàâíåíèå âèäà

y(n) = f(x)

ñ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗) ïðàâîé ÷àñòüþ ìîæåò áûòü ïðîèíòå-

ãðèðîâàíî ïîñëåäîâàòåëüíî. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ � �óíêöèÿ

y =

x∫

x0

[ x1∫

x0

...
( xn−1∫

x0

f(xn) dxn

)
...dx2

]
dx1+

+ C1
(x− x0)

n−1

(n− 1)!
+ C2

(x− x0)
n−2

(n− 2)!
+ ...+ Cn.

×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâè-

ÿì (3.1), äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

Cn = y0, Cn−1 = y′0, ..., C1 = y
(n−1)
0 .

Ïðèìåð 3.2. Îïðåäåëèòü îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ y′′ = sink x è

÷àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(0) = 0, y′(0) =
1.

◭ Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íàõîäèì

y′ =

∫
sin(k x) dx + C1 = −cos(k x)

k
+ C1,
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3.2. Ñëó÷àè ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà

y =

∫ [
− cos(kx)

k
+ C1

]
dx+ C2 = − sin(k x)

k2
+ C1 x+ C2

� îáùåå ðåøåíèå. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî C1 = 1+1/k è C2 = 0.
Ïîýòîìó ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

y∗ = − sin(k x)

k2
+
(
1 +

1

k

)
x. ◮

2°. Óðàâíåíèå

F (x, y(k), ..., y(n)) = 0, k 6 n− 1, (3.7)

íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ y è åå ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå äî

k − 1 ïîðÿäêà, äîïóñêàåò ïîíèæåíèå ïîðÿäêà íà k åäèíèö.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ

�óíêöèþ z = y(k). Òîãäà y(k+1) = z′, ..., y(n) = z(n−k)
, è óðàâíåíèå îò-

íîñèòåëüíî z(x) áóäåò äåéñòâèòåëüíî ïîðÿäêà n− k:

F (x, z, ..., z(n−k)) = 0. (3.8)

Åñëè íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.8) â âèäå z(x) = ϕ(x, C1, C2, ...,
Cn−k), òî äëÿ �óíêöèè y(x) èìååì óðàâíåíèå

y(k) = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn)

òèïà 1°.

Ïðèìåð 3.3. �åøèòü óðàâíåíèå

y′′′ =
√
1 + (y′′)2.

◭ Äàííîå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò �óíêöèþ y è åå ïðîèçâîäíóþ y′,
ò.å. k = 2. Ïîýòîìó ïîëàãàåì y′′ = z. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

dz

dx
=

√
1 + z2.

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì, ÷òî

dz√
1 + z2

= dx,

⇓
ln
∣∣z +

√
1 + z2

∣∣ = x+ C1, (3.9)
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èëè

z = sh(x+ C1)

(òî, ÷òî ïåðåõîä îò ïðåäïîñëåäíåé �îðìóëû ê ïîñëåäíåé âåðåí, íåñëîæíî

óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ñîîòíîøåíèÿ äëÿ z â âûðàæåíèå (3.9)).
Äàëåå, çàìåíèì z íà y′′. Òîãäà ïîñëå äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

ïîëó÷èì, ÷òî

y = sh(x+ C1) + C2 x+ C3. ◮

Ïðèìåð 3.4. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè

2 y′ y′′ = 1, y(1) =
2

3
, y′(1) = 1.

◭ Óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò �óíêöèþ y. Îòñþäà k = 1, à ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëàãàåì y′ = z. Ýòà çàìåíà óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê âèäó

2 z z′ = 1.

Åñëè ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå:

2 z dz = dx,

ïðîèíòåãðèðîâàòü îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

z2 = x+ C1,

âûðàçèòü z, à çàòåì âåðíóòüñÿ ê íåèçâåñòíîé y, òî ïîëó÷èì, ÷òî

y′ = ±
√
x+ C1,

îòêóäà íàõîäèì èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå:

y = ±2

3
· (x+ C1)3/2 + C2.

Îñòàëîñü âûäåëèòü ÷àñòíîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà:

2

3
= ±2

3
· (1 + C1)3/2 + C2, 1 = ±

√
1 + C1,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî C1 = C2 = 0 . Èòàê, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

èìååò âèä y = 2
3 x

3/2
. ◮
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3°. Óðàâíåíèå

F (y, y′, ..., y(n)) = 0, (3.10)

íå ñîäåðæàùåå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, äîïóñêàåò ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

íà îäíó åäèíèöó.

Äëÿ ýòîãî ïðèìåì y çà íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, à y′ = p � çà
èñêîìóþ �óíêöèþ. Âûðàçèì ïðîèçâîäíûå y ïî x ÷åðåç ïðîèçâîäíûå p ïî
y. Èç ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

y′′xx = (y′x)
′
x = p′x = p′y y

′
x = p′y p,

y′′′xxx = (y′′xx)
′
x = (p′y p)

′
x = (p′y p)

′
y y

′
x = (p′y p)

′
y p = p′′yy p

2 + (p′y)
2 p

è ò.ä.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ïðîèçâîäíàÿ k-ãî ïîðÿäêà îò y ïî x áóäåò âûðà-

æåíà ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò p ïî y ïîðÿäêà k − 1 è íèæå. Ïîäñòàâëÿÿ

íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå (3.10), ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå ïîðÿäêà n− 1 îòíîñèòåëüíî �óíêöèè p(y):

F0(y, p, p
′, ..., p(n−1)) = 0.

Åñëè íàéäåíî åãî îáùåå ðåøåíèå p(y) = ϕ(C1, C2, ..., Cn), òî äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.10) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñ ðàç-

äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè y′ = p(y).

Ïðèìåð 3.5. Óðàâíåíèå y′′ + (y′)2 = 2 e−y
íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé x. Ïîëàãàÿ y′ = p, y′′ = p p′, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

p
dp

dy
+ p2 = 2 e−y.

Ïîäñòàíîâêîé p2 = z îíî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ:

dz

dy
+ 2 z = 4 e−y,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

z = e−2y
(
C1 +

∫
e2y 4 e−y dy

)
= e−2y

(
C1 + 4 ey

)
,

èëè

z = C1 e−2y + 4 e−y.
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Çàìåíÿÿ z íà p2 = (y′)2, ïîëó÷àåì

dy

dx
= ±

√
C1 e−2y + 4 e−y.

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, áóäåì èìåòü

x+ C2 = ±
∫

dy√
C1 e−2y + 4 e−y

= ±
∫

ey dy√
C1 + 4 ey

= ±1

2

√
C1 + 4 ey.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

C̃1 + ey = (x+ C2)2, C̃1 = C1/4

� îáùèé èíòåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ. ◮

Ïðèìåð 3.6. �åøèòü óðàâíåíèå y′′ y3 + 1 = 0, y(1) = −1, y′(1) = −1.
◭ Äàííîå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x. Ïîýòî-

ìó, ïîëàãàÿ y′ = p, y′′ = p p′, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

p p′ y3 + 1 = 0.

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

p dp = −dy
y3
,

îòêóäà íàõîäèì

p2

2
=

1

2 y2
+ C1.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàéäåì C1. Èç íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé ñëåäóåò, ÷òî C1 = 0. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó y′ = 1/y (çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé

y(1) < 0 è y′(1) < 0), êîòîðîå áåç òðóäà ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî:

y2/2 = x+ C2, à êîíñòàíòà C2 ðàâíà −1/2. Èòàê, y2/2 = x− 1/2 � ÷àñòíûé
èíòåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ. ◮

4°. Ïóñòü óðàâíåíèå (3.1) îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ y, y′,
..., y(n), ò.å.

F (x, t y, t y′, ..., t y(n)) = tk F (x, y, y′, ..., y(n)),

ãäå t > 0 � ïîñòîÿííàÿ. Ïîðÿäîê òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîíèæåí

íà åäèíèöó ïîäñòàíîâêîé y = exp(
∫
z dx), ãäå z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ

�óíêöèÿ.
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Ïðèìåð 3.7. Óðàâíåíèå x2 y y′′ = (y − x y′)2 îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî

y, y′ è y′′. Ââîäèì íîâóþ ïåðåìåííóþ z: y = exp(
∫
z dx). Ïîýòîìó

y′ = exp
(∫

z dx
)
z = y z,

y′′ = (y′)′ = y′ z + y z′ = y z2 + y z′ = y (z2 + z′).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ y, y′ è y′′ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

x2 exp
(
2

∫
z dx

)
(z2 + z′) = exp

(
2

∫
z dx

)
(1− x z)2.

Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà exp(2
∫
z dx), òî óðàâ-

íåíèå äëÿ z ïðèìåò �îðìó

x2 (z2 + z′) = (1 − x z)2,

èëè

x2 z′ + 2 x z = 1.

Èòàê, ïîëó÷åíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Åãî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(x2 z)′ = 1.

Îáùèé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

x2 z = x+ C1,

îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

z =
1

x
+

C1
x2
,

à çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

y = exp
( ∫

z dx
)
= exp

(
ln |x| − C1

x
+ ln

∣∣C2
∣∣),

èëè îêîí÷àòåëüíî

y = C2 x e−C1/x
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(â äîïóñòèìîñòè ñíÿòèÿ ìîäóëåé ó x è C2 â âûðàæåíèè äëÿ y ìîæíî óáå-
äèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåí-

ñòâà â èñõîäíîå óðàâíåíèå). ◮

5°. Ïóñòü óðàâíåíèå (3.1) íå ñîäåðæèò ÿâíî íè x, íè y. Â ýòîì ñëó÷àå

âîçìîæíî ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïî îáîèì ïåðåìåííûì.

Ïðèìåð 3.8. Óðàâíåíèå y′ y′′′ − y′′2 = y′3 íå ñîäåðæèò y. Ïîëîæèì
y′ = p. Òîãäà ïîëó÷èì

p
d2p

dx2
−
(dp
dx

)2

= p3.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò x, à ïîýòîìó ââåäåì ïîäñòàíîâêè:

dp

dx
= q,

d2p

dx2
= q

dq

dx
.

Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè:

dq

dp
− 1

p
q = p2 q−1.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

z = q2, q =
√
z,

dq

dp
=

1

2
√
z

dz

dp
,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

1

2
√
z

dz

dp
− 1

p

√
z = p2

1√
z
, èëè

dz

dp
− 2

p
z = 2 p2.

�åøèì ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

R = −2

∫
dp

p
= − ln p2, eR =

1

p2
, e−R = p2,

∫
eRQdx =

∫
2 p2

p2
dp = 2 p,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî z = p2 (C1 + 2 p), èëè q2 = C1 p2 + 2 p3, à çíà÷èò,

dp

dx
= ±p

√
C1 + 2 p.

102



3.3. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, íàõîäèì, ÷òî

∫
dp

p
√C1 + 2 p

= ±
∫
dx = C2 ± x.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, äå-

ëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ C1 + 2 p = t2, ÷òî äàåò p = (t2 − C1)/2, dp = t dt.
Îòñþäà

∫
dp

p
√C1 + 2 p

=

∫
t dt

(t2 − C1) t
=

∫
dt

t2 − C1
= A =

=





1

2
√
C1

ln

∣∣∣∣
t−

√
C1

t+
√
C1

∣∣∣∣ =
1

2
√
C1

ln

∣∣∣∣
√C1 + 2 p−

√
C1√

C1 + 2 p+
√
C1

∣∣∣∣ , C1 > 0,

−1

t
= − 1√

2 p
, C1 = 0,

1√
−C1

arctg
t√
−C1

=
1√
−C1

arctg

√C1 + 2 p√
−C1

, C1 < 0.

y òàêæå âûðàçèì ÷åðåç p:

dy = p dx =
dp√C1 + 2 p

, èëè y = C3 +
√
C1 + 2 p.

Èòàê,

C2 ± x = A, y = C3 +
√
C1 + 2 p

� îáùèé èíòåãðàë èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ◮

3.3. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

n-ãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 3.5.Íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà èìå-
åò âèä

y(n) + a1 y
(n−1) + ...+ an−1 y

′ + an y = f(x), (3.11)

ãäå êîý��èöèåíòû a1, a2, ..., an è ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) óðàâíåíèÿ � �óíêöèè
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå íà ïðîìåæóòêå
(x∗, x

∗).

Íàðÿäó ñ äàííûì íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì (3.11) áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y(n) + a1 y
(n−1) + ...+ an−1 y

′ + an y = 0. (3.12)
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Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.11) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ââåäåì ïîíÿòèå ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Îáîçíà-

÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.11) ÷åðåç L

[
y
]
:

L

[
y
]
= y(n) + a1 y

(n−1) + ...+ an−1 y
′ + an y. (3.13)

Òàêèì îáðàçîì, L

[
y
]
åñòü ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ íàä �óíêöèåé y îïå-

ðàöèé, óêàçàííûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.13). Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ

äåéñòâèé îáîçíà÷èì

L =
dn

dxn
+ a1

dn−1

dxn−1
+ ...+ an−1

d

dx
+ an (3.14)

è íàçîâåì ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì (ËÄÎ), ñîîòâåòñòâó-

þùèì óðàâíåíèþ (3.11).

Îïåðàòîð L îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè:

1°. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê îïåðàòîðà:

L

[
c y

]
= cL

[
y
]
.

2°. Îïåðàòîð îò ñóììû �óíêöèé ðàâåí ñóììå îïåðàòîðîâ îò ñëàãàå-

ìûõ:

L

[
y1 + y2

]
= L

[
y1
]
+ L

[
y2
]
.

Èç ñâîéñòâ 1

0
è 2

0
ñëåäóåò, ÷òî

L

[ n∑

k=1

ck yk

]
=

n∑

k=1

ck L[yk],

ò.å. îïåðàòîð îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíêöèé ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè îïåðàòîðîâ îò ýòèõ �óíêöèé.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà L óðàâíåíèå (3.11) çàïèøåòñÿ â âèäå

L

[
y
]
= f(x),

à óðàâíåíèå (3.12) � â �îðìå

L

[
y
]
= 0.
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Ïóñòü äàíî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.12). Èç ñâîéñòâ ËÄÎ L ñëåäóåò,

÷òî åñëè y1(x), y2(x), ..., yn(x) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.12), òî èõ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ

n∑

k=1

Ck yk,

ãäå Ck � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.12).

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (3.12), ââåäåì ïîíÿòèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû

�óíêöèé.

�àññìîòðèì ñèñòåìó �óíêöèé

ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕm(x), (3.15)

îïðåäåëåííûõ íà îäíîì è òîì æå èíòåðâàëå (x∗, x
∗).

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ñèñòåìà �óíêöèé (3.15) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîé, åñëè íè îäíó èç ýòèõ �óíêöèé íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ.

Íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî ðàâåíñòâî

ϕ1(x) = k2 ϕ2(x) + ...+ km ϕm(x), (3.16)

ãäå k2, ..., km � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèé íå ìîæåò

áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ. Íàïðèìåð, åñëè áû ϕ1(x) ≡ 0, òî ìîæíî
áûëî áû âçÿòü k2 = ... = km = 0. Òîãäà ðàâåíñòâî (3.16) âûïîëíÿëîñü áû
òîæäåñòâåííî.

Â ÷àñòíîñòè, äâå �óíêöèè ϕ1(x) è ϕ2(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè

èõ îòíîøåíèå íå åñòü ïîñòîÿííàÿ:

ϕ1(x)

ϕ2(x)
6= const .

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ñèñòåìà �óíêöèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìîé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Ïðèìåð 3.9. Ëèíåéíî çàâèñèìîé áóäåò ñèñòåìà

ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = x2, ϕ3(x) = x3, ϕ4(x) = 2 x− x2.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ϕ4(x) = 2ϕ1(x) − ϕ2(x). ◮
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Äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî, ÷òîáû íåêîòîðàÿ

�óíêöèÿ ñèñòåìû áûëà ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âñåõ îñòàëüíûõ.

Ïóñòü �óíêöèè (3.15) èìåþò ïðîèçâîäíûå äî (m − 1)-ãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî (èëè âðîíñêèàíîì) ñè-

ñòåìû �óíêöèé (3.15) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü âèäà

Wm(ϕ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x) ϕ2(x) ... ϕm(x)

ϕ′
1(x) ϕ′

2(x) ... ϕ′
m(x)

... ... ... ...

ϕ
(m−1)
1 (x) ϕ

(m−1)
2 (x) ... ϕ

(m−1)
m (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.17)

Ïðèìåð 3.10. Âðîíñêèàí W4(x) ñèñòåìû �óíêöèé 1, x, x2, x3 ðàâåí

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3

0 1 2 x 3 x2

0 0 2 6 x
0 0 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 12. ◮

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî y ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.12) íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗):

y1(x), y2(x), ..., yn(x). (3.18)

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ðåøåíèé (3.18) óðàâíåíèÿ (3.12)

èìååò ìåñòî �îðìóëà Ëèóâèëëÿ �Îñòðîãðàäñêîãî

Wn(y, x) =Wn(y, x0) exp
[
−

x∫

x0

a1(t) dt
]
, (3.19)

ãäå x è x0 � òî÷êè èç èíòåðâàëà (x∗, x
∗); a1(x) � êîý��èöèåíò óðàâíåíèÿ

(3.12).

◭ Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + a1(x) y
′ + a2(x) y = 0. (3.20)

Â ýòîì ñëó÷àå W2(y, x) = y1 y
′
2 − y2 y

′
1 è

W ′
2(y, x) = y′1 y

′
2 + y1 y

′′
2 − y′2 y

′
1 − y2 y

′′
1 = y1 y

′′
2 − y2 y

′′
1 .
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Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî y1 è y2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.20)), ïîëó÷èì

W ′
2(y, x) = y1

[
− a1(x) y

′
2 − a2(x) y2

]
− y2

[
− a1(x) y

′
1 − a2(x) y1

]
=

= −a1(x)W2(y, x).

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ W2(y, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþ-

ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè W ′
2(y, x) = −a1(x)W2(y, x), ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

W2(y, x) = C exp
[
−

x∫

x0

a1(t) dt
]
.

Ïðè x = x0 íàõîäèì, ÷òî C = W2(y, x0), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû. ◮

Ñëåäñòâèå 3.2. Èç �îðìóëû (3.19) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âðîí-

ñêèàí èëè òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà ïðîìåæóòêå (x∗, x
∗), èëè íå ðàâåí

íóëþ íè ïðè îäíîì x èç ïðîìåæóòêà (x∗, x
∗).

Òåîðåìà 3.3. Òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ âðîíñêèàíà ñåìåéñòâà

ðåøåíèé (3.18) åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé çàâèñè-

ìîñòè ýòèõ ðåøåíèé.

◭ Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ n = 2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü y1 è y2 � ëèíåéíî çàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (3.20). Òîãäà y2 = k y1 è

W2(y, x) = y1 y
′
2 − y2 y

′
1 = y1 k y

′
1 − k y1 y

′
1 ≡ 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü y1 è y2 � íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.20)

è W2(y, x) = y1 y
′
2 − y2 y

′
1 ≡ 0. Ôèêñèðóåì òî÷êó x0 ïðîìåæóòêà (x∗, x

∗),
â êîòîðîé y1(x0) 6= 0. Òîãäà y2(x0) 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y2(x0) = 0,
òî èç óñëîâèÿ W2(y, x0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî y′2(x0) = 0, è â ñèëó òåîðåìû

åäèíñòâåííîñòè y2(x) ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
�àâåíñòâîW2(y, x0) = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ y′2/y2 =

y′1/y1, èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ïî x íà ïðîìåæóòêå (x0, x), ïîëó÷èì

ln
∣∣y2

∣∣ = ln
∣∣y1

∣∣+ ln
∣∣C
∣∣,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C = y2(x0)/y1(x0) îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ y1(x)
è y2(x) ëèíåéíî çàâèñèìû: y2 = C y1. ◮

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèÿ (3.18) óðàâíåíèÿ (3.12) áûëè

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ïðîìåæóòêå (x∗, x
∗), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
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÷òîáû îïðåäåëèòåëüWn(y, x) íå îáðàòèëñÿ â íóëü íè ïðè îäíîì çíà÷åíèè

x èç (x∗, x
∗), ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Wn(y, x) 6= 0.

◭ Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåî-

ðåì 3.2 è 3.3. ◮

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (3.12) íàçûâàåòñÿ ëþáîå ñåìåéñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà

ïðîìåæóòêå (x∗, x
∗) ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ y1(x), y2(x), ..., yn(x).

Ïðèìåð 3.11. Ôóíêöèè y1 = sinx è y2 = cosx îáðàçóþò �óíäàìåí-

òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y′′ + y = 0. ◮

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå �óíäàìåí-

òàëüíîñòè ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.12) çàêëþ÷àåòñÿ â íåðàâåíñòâå

íóëþ âðîíñêèàíà ýòîãî ñåìåéñòâà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî,

ëþáûå n ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.12), íà÷àëüíûå äàííûå

êîòîðûõ òàêîâû, ÷òî Wn(y, x0) 6= 0, îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó

ðåøåíèé.

Òåîðåìà 3.5 (î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ). Åñëè �óíêöèè (3.18) îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó

ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.18), òî ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé

y = C1 y1(x) + C2 y2(x) + ...+ Cn yn(x) (3.21)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè C1, C2, ..., Cn åñòü îáùåå ðåøåíèå ýòîãî

óðàâíåíèÿ â îáëàñòè AA = {(x, y, y′, ..., y(n−1)) |x ∈ (x∗, x
∗), |y| < +∞, |y′| <

+∞, |y(n−1)| < +∞}.
◭ Â îáëàñòè AA âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Èç ñâîéñòâ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (3.21) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (3.12) ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ C1, C2, ..., Cn.
Ïóñòü y = ψ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíûì

äàííûì èç îáëàñòè AA:

ψ(x0) = y0, ψ′(x0) = y′0, ... ψ(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå C10, C20, ..., Cn0, ÷òî

ψ(x) = C10 y1(x) + C20 y2(x) + ...+ Cn0 yn(x). (3.22)
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Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-

íîñèòåëüíî C1, C2, ..., Cn:
C1 y1(x0) + C2 y2(x0) + ... + Cn yn(x0) = y0,
C1 y′1(x0) + C2 y′2(x0) + ... + Cn y′n(x0) = y′0,

... ... ... ... ...

C1 y(n−1)
1 (x0) + C2 y(n−1)

2 (x0) + ... + Cn y(n−1)
n (x0) = y

(n−1)
0 ,

(3.23)

â ëåâóþ ÷àñòü êîòîðîé âõîäÿò çíà÷åíèÿ �óíêöèé (3.18) è èõ ïðîèçâîäíûõ

â òî÷êå x0, à â ïðàâóþ � íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è Êîøè. Îïðåäåëèòåëü

ñèñòåìû (3.23) Wn(y, x0) îòëè÷åí îò íóëÿ âñëåäñòâèå �óíäàìåíòàëüíî-

ñòè ñåìåéñòâà (3.18). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà (3.23)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî C10, C20, ..., Cn0. Ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé (3.18)

y(x) = C10 y1(x) + C20 y2(x) + ...+ Cn0 yn(x)

óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ÷òî ïîêàçûâàþò ðàâåíñòâà (3.23).

Ôóíêöèÿ ψ(x) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Îòñþäà, èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ, äåëàåì âûâîä, ÷òî y(x) ≡ ψ(x) íà (x∗, x
∗), ò.å. èìååò

ìåñòî òîæäåñòâî (3.22) íà (x∗, x
∗).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî �óíêöèÿ (3.21) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, íàëàãàå-

ìûì íà îáùåå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ (3.21) ÿâëÿåòñÿ îáùèì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.12). ◮

Ïðèìåð 3.12. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + y = 0 åñòü y = C1 sinx+
+ C2 cosx. ◮

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.12) íåïðåðûâíû â

èíòåðâàëå (x∗, x
∗). Åñëè èçâåñòíî îäíî íåíóëåâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå y1(x)

ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî ïîðÿäîê ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîíèæåí íà

åäèíèöó.

◭ Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ n = 2:

L

[
y
]
≡ y′′ + a1 y

′ + a2 y = 0. (3.24)

Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ z(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y(x) = y1(x)

∫
z(x) dx, èëè z =

( y
y1

)′

. (3.25)

Òîãäà

y′(x) = y′1(x)

∫
z(x) dx+ y1 z, y′′(x) = y′′1 (x)

∫
z(x) dx + 2 y′1 z + y1 z

′.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ y, y′ è y′′ â óðàâíåíèå (3.24), ïîëó÷èì:

y′′1 (x)

∫
z(x) dx+ 2 y′1 z + y1 z

′+

+ a1

[
y′1(x)

∫
z(x) dx+ y1 z

]
+ a2 y1(x)

∫
z(x) dx = 0,

èëè

[
y′′1 (x) + a1 y

′
1(x) + a2 y1(x)

] ∫
z(x) dx+ (2 y′1 + a1 y1) z + y1 z

′ = 0.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìíîæèòåëü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ëåâîé ÷àñòè

ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ:

y′′1 (x) + a1 y
′
1(x) + a2 y1(x) = L

[
y1
]
= 0,

ÎÄÓ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè z ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ �îðìó:

y1 z
′ + (2 y′1 + a1 y1) z = 0, (3.26)

ò.å. ïîëó÷åíî îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùååñÿ

òàêæå óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Êîý��èöèåíòû ýòî-

ãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (x∗, x
∗), çà èñêëþ÷å-

íèåì, áûòü ìîæåò, òåõ òî÷åê, ãäå y1 îáðàùàåòñÿ â íóëü. ◮

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè èçâåñòíû k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (3.12), òî ïîðÿäîê ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü íà k
åäèíèö, ïðè÷åì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (n− k)-ãî ïîðÿäêà îñòàåòñÿ ëèíåé-
íûì è îäíîðîäíûì.

Ñëåäñòâèå 3.4. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî çíàòü îäíî (íåíóëåâîå) ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 3.13. ÎÄÓ (2 x − x2) y′′ + (x2 − 2) y′ + 2 (1 − x) y = 0 èìååò

÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = ex. Íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì: y(1) = 0, y′(1) = 1.
◭ ×òîáû íàéòè îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, íóæíî çíàòü äâà

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ. Îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = ex

íàì äàíî. Âòîðîå áóäåì èñêàòü â âèäå (3.25). Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíå-

íèÿ (3.26) ïðèâåäåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ê âèäó (3.24). Òîãäà êîý��èöèåíò

a1 ïîñëåäíåãî â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ñëåäóþùèì:

a1 =
x2 − 2

2 x− x2
.
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Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3.26) ïðèìåò âèä

ex z′ +
(
2 ex +

x2 − 2

2 x− x2
ex
)
z = 0, èëè z′ +

−x2 + 4 x− 2

2 x− x2
z = 0.

�àçäåëÿåì ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè:

dz

z
= −x

2 − 4 x+ 2

x2 − 2 x
dx.

Èíòåãðèðóåì:

ln |z| = −
∫
x2 − 4 x+ 2

x2 − 2 x
dx = −

∫
x2 − 2 x− 2 x+ 2

x2 − 2 x
dx =

= −
∫ (

1− 2 x− 2

x2 − 2 x

)
dx = −x+ ln |x2 − 2 x|+ C,

îòêóäà

ln

∣∣∣∣
z

x2 − 2 x

∣∣∣∣ = −x+ C, èëè

z

x2 − 2 x
= e−x+C.

Âûáèðàÿ êîíñòàíòó C ðàâíîé íóëþ, ïîëó÷àåì z = e−x (x2 − 2 x). Èíòåãðè-
ðóÿ äâàæäû ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

∫
z dx =

∫
e−x (x2 − 2 x) dx = −e−x (x2 − 2 x) + 2

∫
e−x (2 x− 2) dx =

= −e−x (x2 − 2 x)− 2 e−x (2 x− 2) + 2

∫
e−x dx =

= −e−x
[
(x2 − 2 x) + 2 (2 x− 2) + 2

]
= −x2 e−x.

Îòñþäà âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþ-

ùóþ �îðìó:

y2 = z y1 = −x2 e−x ex = −x2,

à îáùåå ðåøåíèå �

y = C1 ex + C2 x2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî çà-

äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, â îáùåå ðåøåíèå è åãî ïðîèçâîäíóþ y′ =
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C1 ex + 2 C2 x âìåñòî x è y ïîäñòàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ è ïî-

ëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:

0 = C1 e+ C2, 1 = C1 e+ 2 C2.

�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû � C1 = −e−1
, C2 = 1. Òîãäà èñêîìûì ÷àñòíûì

ðåøåíèåì áóäåò y = −ex−1 + x2. ◮

3.4. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

�àññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

L[y] ≡ y(n) + a1 y
(n−1) + ...+ an−1 y

′ + an y = 0 (3.27)

ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè a1, a2, ..., an.
Äëÿ óäîáñòâà óðàâíåíèå (3.27) ïðè n = 2 çàïèøåì â �îðìå

y′′ + p y′ + q y = 0. (3.28)

è îáñóäèì ñõåìó åãî ðåøåíèÿ.

Ñëåäóÿ Ë.Ýéëåðó, áóäåì îòûñêèâàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå (ìåòîä

Ýéëåðà)

y = eλx, (3.29)

ãäå λ � ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå

(3.28) eλx, ïîëó÷èì

eλx (λ2 + p λ+ q) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ åñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

λ2 + p λ+ q = 0, (3.30)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ ÎÄÓ (3.28).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî âûïèñàòü íåïîñðåäñòâåííî ïî óðàâíåíèþ (3.28).

Êîðíè óðàâíåíèÿ (3.30) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè èëè îäèíàêîâûìè, äåé-

ñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñíûìè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

p2/4− q.

1°. Åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (3.30) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ êîðíÿ λ1 è λ2, òî ïî �îðìóëå (3.29) ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ ðåøåíèÿ, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîòîðûõ

y = C1 eλ1x + C2 eλ2x
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ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè C1 è C2 åñòü (ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5) îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.28).

Ïðèìåð 3.14. Äàíî óðàâíåíèå y′′ − a2 y = 0 (a > 0). Åãî õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 − a2 = 0 èìååò ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
λ1 = a è λ2 = −a. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü

y = C1 eax + C2 e−ax. ◮

Ïðèìåð 3.15. �àññìîòðèì óðàâíåíèå y′′ + p y′ = 0 (p 6= 0). Åãî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + p λ = 0 èìååò ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå

êîðíè: λ1 = 0 è λ2 = −p. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå � �óíêöèÿ

y = C1 + C2 e−p x. ◮

2°. Åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (3.30) èìååò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå

êîðíè λ1 è λ2, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ (3.29) ïîëó÷àþòñÿ îïÿòü ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïóñòü λ1 = α + β i (i � ìíèìàÿ åäèíèöà), òîãäà

λ2 = α−β i. �åøåíèÿ (3.29) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ

�îðìóë Ýéëåðà â âèäå

ỹ1,2 = eαx cos(β x)± i eαx sin(β x).

Ââåäåì �óíêöèè y1 è y2 ïî �îðìóëàì

y1 =
1

2

(
ỹ1 + ỹ2

)
= eαx cos(β x), y2 =

1

2 i

(
ỹ1 − ỹ2

)
= eαx sin(β x).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè y1 è y2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(3.28), à êðîìå òîãî, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.28) èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà

y = eαx
[
C1 cos(β x) + C2 sin(β x)

]
.

Ïðèìåð 3.16.Äàíî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà y′′+ω2 y =
0 (ω > 0). Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + ω2 = = 0 èìååò ÷èñòî
ìíèìûå êîðíè λ1,2 = ±ω i. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

y = C1 cos(ω x) + C2 sin(ω x)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ. ◮
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3°. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.30) èìååò îäèíàêîâûå äåé-

ñòâèòåëüíûå êîðíè λ1,2 = −p/2, òî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (3.29), ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýòèì êîðíÿì, ñîâïàäàþò è íå îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû

ðåøåíèé.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.28) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ y3 =
= x eλ1x

. Óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé y3 â ýòî óðàâíå-
íèå:

eλ1x
[
(2λ1 + p) + x (λ21 + p λ1 + q)

]
≡ 0.

Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî λ1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à ïî-
ýòîìó âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó �óíê-

öèÿ y3 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.28), êîòîðîå ëèíåéíî íå çàâèñèò îò y1 =
= eλ1x

(îòíîøåíèå y3/y1 íåïîñòîÿííî). Ôóíêöèè y1 è y3 îáðàçóþò �óí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, è óðàâíåíèå (3.28) èìååò â ðàññìàòðèâà-

åìîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå âèäà

y = eλ1x (C1 + C2 x).

Ïðèìåð 3.17. Óðàâíåíèþ y′′ − 2y′ + y = 0 ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 − 2λ + 1 = 0, èìåþùåå ðàâíûå êîðíè λ1,2 = 1.
Òîãäà åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü

y = ex(C1 + C2 x). ◮

�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-

êà (3.28), äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ñ�îðìóëèðóåì åãî â âèäå ñëåäóþùåãî

ïðàâèëà.

Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (3.27) ëþáîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

1°. Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λn + a1 λ
n−1 + ...+ an−1λ+ an = 0

è íàéäåì åãî êîðíè λ1, λ2, ..., λn.
2°. Ïîñòðîèì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàéäåííûì êîðíÿì:

à) êàæäîìó ïðîñòîìó âåùåñòâåííîìó êîðíþ λ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå
y = eλx

;
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á) êàæäîìó s-êðàòíîìó âåùåñòâåííîìó êîðíþ λ ñîîòâåòñòâóåò s ðå-
øåíèé: y1 = eλx

, y2 = x eλ x
, ..., ys = xs−1 eλx

;

â) êàæäîé ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé α±β i ñîîòâåòñòâóåò
äâà ðåøåíèÿ: y1 = eαx cos(β x) è y2 = eαx sin(β x);

ã) êàæäîé r-êðàòíîé ïàðå êîìïëåêñíûõ êîðíåé α± β i ñîîòâåòñòâóåò

2 r ðåøåíèé:

y11 = eαx cos(β x), y12 = x y11, ... y1r = x y1,r−1,

y21 = eαx sin(β x), y22 = x y21, ... y2r = x y2,r−1.

3°. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âñåõ ýòèõ ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòî-

ÿííûìè êîý��èöèåíòàìè åñòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.27).

Ïðèìåð 3.18. Äëÿ óðàâíåíèÿ yIV − 4 yIII + 6 y′′ − 4 y′ + y = 0 õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ4 − 4λ3+6λ2− 4λ+1 = 0 èìååò êîðåíü λ1 = 1
êðàòíîñòè s = 4. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü

y = ex (C1 + C2 x+ C3 x2 + C4 x3). ◮

Ïðèìåð 3.19. �àññìîòðèì óðàâíåíèå yIII − 3 y′′ + y′ − 3 y = 0. Åãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ3−3λ2+λ−3 = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûé
êîðåíü λ1 = 3 êðàòíîñòè îäèí è ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿ-

æåííûõ êîðíåé λ2,3 = ±i. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò

âèä:

y = C1 e3x + C2 cosx+ C3 sinx. ◮

Ïðèìåð 3.20. Óðàâíåíèþ yIV − 16 y = 0 ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå λ4 − 16 = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïàðó äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé λ1,2 = ±2 êðàòíîñòè îäèí è ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîìïëåêñíî ñî-

ïðÿæåííûõ êîðíåé λ3,4 = ±2 i òîé æå êðàòíîñòè. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ åñòü

y = C1 e2x + C2 e−2x + C3 cos 2 x+ C4 sin 2 x. ◮

3.5. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

�àññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

L

[
y
]
= f(x), (3.31)
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êîý��èöèåíòû êîòîðîãî a1(x), a2(x), ..., an(x) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x)
îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå (x∗, x

∗).
Ïóñòü ñåìåéñòâî �óíêöèé y1(x), y2(x), ..., yn(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

�óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ

L

[
y
]
= 0. (3.32)

Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè êîý��èöè-

åíòàìè

yo(x) =

n∑

k=1

Ck yk(x) (3.33)

ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ (3.32).

Òåîðåìà 3.7 (î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ). Ïóñòü äàíî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.31). Îáùåå ðåøåíèå

ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ yo(x) ñîîòâåòñòâóþùåãî îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.32) è êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ y∗(x) íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y(x) = yo(x) + y∗(x). (3.34)

◭ Ôóíêöèÿ (3.34) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.31) ïðè ëþáûõ çíà÷å-

íèÿõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, ..., Cn. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

L

[
yo(x) + y∗(x)

]
= L

[
yo(x)

]
+ L

[
y∗(x)

]
= f(x),

òàê êàê

L

[
yo(x)

]
= 0, L

[
y∗(x)

]
= f(x).

Ëþáîå ðåøåíèå φ(x) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.31) ìîæíî ïî-

ëó÷èòü èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé (3.34) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïî-

ñòîÿííûõ C1, C2, ..., Cn. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê φ(x) � ðåøåíèå, òî

L[φ(x)] ≡ f(x).

Èç ñîîòíîøåíèÿ

L

[
φ(x) − y∗(x)

]
= L

[
φ(x)

]
− L

[
y∗(x)

]
≡ 0
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íà ïðîìåæóòêå (x∗, x
∗) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ φ(x) − y∗(x) óäîâëåòâîðÿåò

îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (3.32).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

(3.32), â ÷àñòíîñòè φ(x)−y∗(x), ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåãî ðåøåíèÿ (3.33)
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ Ck:

φ(x) − y∗(x) = C10 y1(x) + C20 y2(x) + ...+ Cn0 yn(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

φ(x) = y∗(x) + C10 y1(x) + C20 y2(x) + ...+ Cn0 yn(x). ◮

Òåîðåìà 3.8. Åñëè y∗1(x) è y∗2(x) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñîîòâåòñòâåííî
óðàâíåíèé L

[
y
]
= f1(x) è L

[
y
]
= f2(x), òî y∗1(x) + y∗2(x) åñòü ÷àñòíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L

[
y
]
= f1(x) + f2(x).

◭ Ñîãëàñíî óñëîâèþ L

[
y∗1

]
= f1(x) è L

[
y∗2

]
= f2(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

L

[
y∗1 + y∗2

]
= L

[
y∗1

]
+ L

[
y∗2

]
= f1(x) + f2(x). ◮

3.6. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñîñòàâëåíèÿ

îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè (3.31) ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 3.7 íóæíî çíàòü îáùåå ðåøåíèå yo(x) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñò-

íîå ðåøåíèå y∗(x) íåîäíîðîäíîãî. Íàõîæäåíèå òàêîãî ðåøåíèÿ â îáùåì

ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ, ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøè-

ìóþ çàäà÷ó. Íî åñëè ó íàñ óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, òî

ñîãëàñíî àëãîðèòìó èç ïîäðàçäåëà 3.4 çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ yo(x) ñóùåñòâåí-
íî îáëåã÷àåòñÿ. Êðîìå òîãî, ïî êðàéíåé ìåðå òåîðåòè÷åñêè, ïðè ëþáîé

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗(x) (ñì.
ïîäðàçäåë 3.7), íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ çíà÷è-

òåëüíûõ âûêëàäîê. Íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíèå y∗(x) çíà÷èòåëüíî
óïðîùàåòñÿ. Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

L

[
y
]
≡ y(n) + a1 y

(n−1) + ...+ an−1 y
′ + an y = f(x) (3.35)

èìååò ïîñòîÿííûå äåéñòâèòåëüíûå êîý��èöèåíòû, à ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) �
ñïåöèàëüíûé âèä, à èìåííî:

f(x) = eαx
[
P (x) cos(β x) +Q(x) sin(β x)

]
, (3.36)
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ãäå α, β � ïîñòîÿííûå, P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííîé x ïîðÿäêà n
è m ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíèì

ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, â ñóùåñòâóþùåé ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, êàê ïðàâèëî,

ýòîò ìåòîä èçëàãàåòñÿ òàêèì ñïîñîáîì, ÷òî ñòóäåíòó ïîä÷àñ î÷åíü òðóäíî

"óâèäåòü çà äåðåâüÿìè ëåñ". Íèæå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ïîèñêà ÷àñòíîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.35) â �îðìå, êîòîðàÿ íå ðàç áûëà àïðîáèðîâàíà

íà ëåêöèÿõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ñî ñòóäåíòàìè ðÿäà �àêóëüòåòîâ

Ïåðìñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà.

Àíàëèçèðóÿ ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðåäñòàâëåííûå â ñóùåñòâó-

þùèõ ó÷åáíèêàõ, áåç òðóäà ìîæíî óâèäåòü, ÷òî íàèáîëåå îáùàÿ �îðìà

÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâîé ÷àñòè f(x) (3.36), äîëæíà
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

y∗(x) = xr eαx
[
U(x) cos(β x) + V (x) sin(β x)

]
, (3.37)

à îñíîâíûå ýëåìåíòû ýòîé �îðìóëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ òàê: ïîñòîÿííûå

α, β � òå æå, ÷òî è â (3.36); êîíñòàíòà r ðàâíà êðàòíîñòè êîðíÿ α ± β i
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (r > 0; r = 0, åñëè êîðåíü α ± βi ó õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòñóòñòâóåò); U(x) è V (x) � ìíîãî÷ëåíû

ïåðåìåííîé x ïîðÿäêà k = max(n,m) ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòà-

ìè:

U(x) = U0 + U1 x+ ...+ Uk x
k, V (x) = V0 + V1 x+ ...+ Vk x

k.

Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ U(x) è V (x) íåîá-
õîäèìî y∗(x) (3.37) ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (3.35) è ïðèðàâíÿòü êîý��è-

öèåíòû ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèÿõ òèïà

xs eαx cos(β x), xs eαx sin(β x), s > 0,

â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, à çàòåì ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåí-

òîâ ïîëèíîìîâ U(x) è V (x). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñòðóêòóðà y∗(x) âûáðàíà
ïðàâèëüíî, òî óêàçàííàÿ ÑËÀÓ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗(x), íåîáõîäèìî
ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü f(x) è çàïîëíèòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó,

êîòîðàÿ è áóäåò ñëóæèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ y∗(x):
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α = P (x) = n = k =
β = Q(x) = m =
1) α+ βi íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ⇒

r = 0
2) α+ βi � êîðåíü êðàòíîñòè r0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ⇒

r = r0

Çàìå÷àíèå. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ðàçáèòü íà ñóì-

ìó ñëàãàåìûõ âèäà (3.36) è çàòåì ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ

äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî îòäåëüíî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.8 ÷àñòíîå ðåøåíèå

äëÿ âñåé ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ðàâíÿòüñÿ ñóììå òàêèõ "÷àñòè÷íûõ".

Ïðèìåð 3.21. �åøèòü óðàâíåíèå yIV − y = x3 + 1.
◭ 1°. Íàõîäèì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ yIV

−y = 0. Äëÿ íåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä λ4 − 1 = 0, à
êîðíè ïîñëåäíåãî � λ1,2 = ±1, λ3,4 = ±i (äâà äåéñòâèòåëüíûõ è äâà êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ êðàòíîñòè 1). Îòñþäà

yo = C1 ex + C2 e−x + C3 cosx+ C4 sinx.

2°. �àçáèðàåì ïðàâóþ ÷àñòü f(x) = x3 + 1:

α = 0 P (x) = x3 + 1 n = 3 k = 3
β = 0 Q(x) = 0 m = 0
α+ β i = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ⇒

r = 0

(α = β = 0, òàê êàê ýêñïîíåíòà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè â f(x)
îòñóòñòâóþò). Îòñþäà y∗ = U(x) ≡ A + B x + C x2 + Dx3 è V (x) ≡ 0, à
A, B, C, D � íåîïðåäåëåííûå êîý��èöèåíòû. Ïåðåä ïîäñòàíîâêîé y∗ â

óðàâíåíèå íàéäåì íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå:

y = A+ B x+ C x2 +Dx3,

y′ = B + 2C x+ 3Dx2,

y′′ = 2C + 6Dx,

y′′′ = 6D,

yIV = 0,

÷òî äàåò

0−A−B x− C x2 −Dx3 = x3 + 1.
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Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â îáåèõ ÷àñòÿõ

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ÑËÀÓ äëÿ A, B, C, D âèäà

−A = 1, −B = 0, −C = 0, −D = 1,

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî A = D = −1, B = C = 0, à ñëåäîâàòåëüíî, y∗ =
−x3 − 1.

3°. Ñêëàäûâàÿ yo è y∗, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî

óðàâíåíèÿ:

y = C1 ex + C2 e−x + C3 cosx+ C4 sinx− x3 − 1. ◮

Ïðèìåð 3.22. �åøèòü óðàâíåíèå y′′ − y = 2 sinx− 4 cosx.
◭ 1°. Íàõîäèì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′′−

− y = 0. Äëÿ ýòîãî âûïèñûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2− 1 = 0
è ðåøàåì åãî: λ1,2 = ±1 (äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ
êðàòíîñòè 1). Îòñþäà

yo = C1 ex + C2 e−x.

2°. �àçáèðàåì ïðàâóþ ÷àñòü f(x) = 2 sinx− 4 cosx:

α = 0 P (x) = −4 n = 0 k = 0
β = 1 Q(x) = 2 m = 0
α+ β i = i íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ⇒

r = 0

(α = 0, òàê êàê ýêñïîíåíòà â âûðàæåíèè äëÿ f(x) îòñóòñòâóåò). Îòñþäà
y∗ = A cosx+B sinx, ãäå U(x) ≡ A, V (x) ≡ B, à A è B � íåîïðåäåëåííûå

êîý��èöèåíòû.

Ïåðåä ïîäñòàíîâêîé �óíêöèè y∗ â óðàâíåíèå íàéäåì íåîáõîäèìûå

ïðîèçâîäíûå

1

:

y = A cosx + B sinx,
y′ = B cosx + (−A) sinx,
y′′ = (−A) cosx + (−B) sinx,

1

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñòîëáöîâàÿ çàïèñü êîý��èöèåíòîâ è ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ àãðåãàòîâ äëÿ îáëåã÷åíèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê:

âåäü èçâåñòíî, ÷òî ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè sin, cos ïå-

ðåõîäÿò äðóã â äðóãà ñ èçìåíåíèåì êîý��èöèåíòîâ, ïîëèíîìû � â ïîëèíîìû áîëåå

íèçêîé ñòåïåíè, ýêñïîíåíòû � â ýêñïîíåíòû òàêæå ñ èçìåíåíèåì êîý��èöèåíòîâ, ïðî-

èçâåäåíèÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ýëåìåíòîâ � â ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè.

120



3.6. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

à òåïåðü îñóùåñòâèì ñàìó ïîäñòàíîâêó:

+

=

y′′ (−A) cosx + (−B) sinx,
(−y) (−A) cosx + (−B) sinx,
f(x) (−4) cosx + 2 sinx.

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïî ñòîëáöàì, ñðàçó æå ïîëó÷àåì ÑËÀÓ äëÿ

A è B:

−2A = −4,
−2B = −2,

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî A = 2, B = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, y∗ = 2 cosx+ sinx.
3°. Ñêëàäûâàÿ yo è y∗, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y = C1 ex + C2 e−x + 2 cosx+ sinx. ◮

Ïðèìåð 3.23. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − y = 2 ex.
◭ 1°. Ñíà÷àëà èùåì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ y′′− y = 0. Ïîñëåäíåå ñîâïàäàåò ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì èç ïðåäû-

äóùåé çàäà÷è, à ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò è êîðíè: λ1,2 = ±1 (äâà äåé-

ñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ êðàòíîñòè 1). Îòñþäà

yo = C1 ex + C2 e−x.

2°. �àçáèðàåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ f(x) = 2 ex:

α = 1 P (x) = 2 n = 0 k = 0
β = 0 Q(x) = 0 m = 0
α+ βi = 1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè 1 ⇒

r = 1

(β = 0, òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè îòñóòñòâóþò). Îòñþäà y∗ =
xAex, ãäå U(x) ≡ A, V (x) ≡ 0, à A � íåîïðåäåëåííûé êîý��èöèåíò.

Íàéäåì íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå:

y = A ex · x,
y′ = A ex · (x+ 1),
y′′ = A ex · (x+ 2)

(âòîðàÿ ñòðîêà ïîëó÷åíà èç ïåðâîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðîèçâîäíàÿ

ïðîèçâåäåíèÿ ex íà ïîëèíîì ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ex íà ñóììó ïîëèíîìà

è åãî ïðîèçâîäíîé), à òåïåðü îñóùåñòâèì ñàìó ïîäñòàíîâêó:

+

=

y′′ ex ( Ax+ 2A),
(−y) ex (−Ax+ 0),
f(x) ex ( 0 x+ 2).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷ëåíû ±Axex â ïðàâîé ÷àñòè èñ÷åçàþò, è ïðèðàâíèâàÿ

ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè ïðè ýêñïîíåíòàõ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ A:

2A = 2,

÷òî äàåò A = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, y∗ = x ex.
3°. Ñêëàäûâàÿ yo è y∗, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y = (C1 + x) ex + C2 e−x. ◮

3.7. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè

êîý��èöèåíòàìè. Ìåòîä Ëàãðàíæà

�àññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ÎÄÓ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåí-

òàìè âèäà

y(n) + a1(x) y
(n−1) + ...+ an−1(x) y

′ + an(x) y = 0. (3.38)

Åñëè èçâåñòíî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1(x), òî, íå íàðóøàÿ ëèíåéíîñòè,

ïîðÿäîê ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîíèæåí íà åäèíèöó. Ýòî ïðîèçîé-

äåò, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåñòè äâå çàìåíû ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

y = y1 z, z′ = u,

ãäå z è u � íîâûå íåèçâåñòíûå �óíêöèè.

Åñëè èçâåñòíû k ÷àñòíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(3.38), òî åãî ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïîíèæåí íà k åäèíèö.
Â ïîäðàçäåëå 3.5 áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà 3.7 î

ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

L[y] ≡ y(n) + a1(x) y
(n−1) + ...+ an−1(x) y

′ + an(x) y = f(x), (3.39)

êîòîðàÿ ïîñòóëèðóåò òî, ÷òî ýòî ðåøåíèå åñòü ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ

íåîäíîðîäíîãî. Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è çàäàí-

íîé �îðìû (3.39) ïðàâîé ÷àñòè íàéòè îáùåå ðåøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò

òðóäà.

Ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ, åñëè íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç

óêàçàííûõ óñëîâèé: êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè

è/èëè ïðàâàÿ åãî ÷àñòü èìååò ïðîèçâîëüíóþ çàâèñèìîñòü îò x. Â ýòîì
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ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.39) (çà èñêëþ÷åíèåì ðåäêèõ ñëó÷àåâ)

ìîæåò áûòü íàéäåíî òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ

èçâåñòíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè ïîñòðîèòü òàêóþ ñèñòåìó íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîãî

òðóäà; äëÿ ñëó÷àÿ æå ïåðåìåííûõ êîý��èöèåíòîâ êàêàÿ-ëèáî áîëåå èëè

ìåíåå îáùàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äî ñèõ ïîð

îòñóòñòâóåò), à â êà÷åñòâå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ìåòîäîì Ëàãðàíæà (ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ).

�àññìîòðèì ýòîò ìåòîä.

Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé óðàâíåíèÿ

(3.38) èìååò âèä

yo = C1 y1(x) + C2 y2(x) + ...+ Cn yn(x), (3.40)

ãäå Ci � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à yi(x) � �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ

(3.38). Áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.39) â �îðìå, ñõîæåé ñ

(3.40):

y = C̃1(x) y1(x) + C̃2(x) y2(x) + ...+ C̃n(x) yn(x), (3.41)

ãäå C̃i � íåêîòîðûå ïîêà íåèçâåñòíûå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óí-
êöèè x ("ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå" òåïåðü óæå ìîãóò èçìåíÿòüñÿ, ò.å.

âàðüèðîâàòüñÿ, îòêóäà è ïðîèñõîäèò âòîðîå íàçâàíèå ìåòîäà).

Èñêîìûå �óíêöèè C̃i ïîä÷èíåíû ïîêà òîëüêî îäíîìó óñëîâèþ, êîòî-

ðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3.41)

âìåñòî y â óðàâíåíèå (3.39). Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëèòü ýòè �óíêöèè, íåîáõîäèìî óêàçàòü åùå n− 1 óñëîâèå, êîòîðîå ìîæåò
áûòü ëþáûì, âûáðàííûì íàìè.

×òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ C̃i áûëà íàèáîëåå ïðîñòîé,
ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ y èç ðàâåíñòâà (3.41) íà

âñåõ ýòàïàõ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ ñóììó ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ C̃i:

y = C̃1(x) y1(x) + C̃2(x) y2(x) + ...+ C̃n(x) yn(x),

y′ = C̃1(x) y′1(x) + C̃2(x) y′2(x) + ...+ C̃n(x) y′n(x)+

+ C̃′
1(x) y1(x) + C̃′

2(x) y2(x) + ...+ C̃′
n(x) yn(x)︸ ︷︷ ︸

0

,

y′′ = C̃1(x) y′′1 (x) + C̃2(x) y′′2 (x) + ...+ C̃n(x) y′′n(x)+

+ C̃′
1(x) y

′
1(x) + C̃′

2(x) y
′
2(x) + ...+ C̃′

n(x) y
′
n(x)︸ ︷︷ ︸

0

, (3.42)
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... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

y(n−1) = C̃1(x) y(n−1)
1 (x) + C̃2(x) y(n−1)

2 (x) + ...+ C̃n(x) y(n−1)
n (x)+

+ C̃′
1(x) y

(n−2)
1 (x) + C̃′

2(x) y
(n−2)
2 (x) + ...+ C̃′

n(x) y
(n−2)
n (x)︸ ︷︷ ︸

0

,

y(n) = C̃1(x) y(n)1 (x) + C̃2(x) y(n)2 (x) + ...+ C̃n(x) y(n)n (x)+

+ C̃′
1(x) y

(n−1)
1 (x) + C̃′

2(x) y
(n−1)
2 (x) + ...+ C̃′

n(x) y
(n−1)
n (x),

÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê "ïîñòîÿíñòâî" C̃i. Ïîäñòàâèì ýòè âû-

ðàæåíèÿ äëÿ y, y′, ..., y(n−1)
, y(n) â óðàâíåíèå (3.39) è ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû

ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C̃1(x)L
[
y1(x)

]
+ C̃2(x)L

[
y2(x)

]
+ ...+ C̃n(x)L

[
yn(x)

]
+

+ C̃′
1(x) y

(n−1)
1 (x) + C̃′

2(x) y
(n−1)
2 (x) + ...+ C̃′

n(x) y
(n−1)
n (x) = f(x),

à ýòî, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî yi(x) � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.38),
äàåò ðàâåíñòâî

C̃′
1(x) y

(n−1)
1 (x) + C̃′

2(x) y
(n−1)
2 (x) + ...+ C̃′

n(x) y
(n−1)
n (x) = f(x).

Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ C̃i ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ:

C̃′
1(x) y1(x) + C̃′

2(x) y2(x) + ...+ C̃′
n(x) yn(x) = 0,

C̃′
1(x) y

′
1(x) + C̃′

2(x) y
′
2(x) + ...+ C̃′

n(x) y
′
n(x) = 0,

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... (3.43)

C̃′
1(x) y

(n−2)
1 (x) + C̃′

2(x) y
(n−2)
2 (x) + ...+ C̃′

n(x) y
(n−2)
n (x) = 0,

C̃′
1(x) y

(n−1)
1 (x) + C̃′

2(x) y
(n−1)
2 (x) + ...+ C̃′

n(x) y
(n−1)
n (x) = f(x),

êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî C̃′
i(x). Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ýòîé

ñèñòåìû (âðîíñêèàí Wn(y, x)) îòëè÷åí îò íóëÿ íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗), òî

C̃′
i(x) íàõîäÿòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî �îðìóëàì Êðàìåðà

C̃′
i(x) =

Wni(y, x) f(x)

Wn(y, x)
, (3.44)
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ãäå Wni(y, x) � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ n-é ñòðîêè âðîí-

ñêèàíà. Ïðè ýòîì ëåâûå ÷àñòè �îðìóë (3.44) íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå

(x∗, x
∗), à ïîýòîìó è èíòåãðèðóåìû.

Îêîí÷àòåëüíî èç ðàâåíñòâ (3.44) íàõîäèì

C̃i(x) =
x∫

x0

Wni(y, t) f(t)

Wn(y, t)
dt+ Ci, i = 1, 2, ..., n,

ãäå Ci � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à x0 � ëþáàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà

(x∗, x
∗).

Ïðèìåð 3.24. �åøèòü óðàâíåíèå (1 + x2) y′′ + x y′ − y + 1 = 0, åñëè
èçâåñòíî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = x.

◭ Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà y = y1 z = x z ïåðåéäåì ê íîâîé

ïåðåìåííîé z:

y′ = z + x z′, y′′ = 2 z′ + x z′′.

Îòñþäà ÎÄÓ îòíîñèòåëüíî z áóäåò èìåòü âèä

(1 + x2) (2 z′ + x z′′) + x (z + x z′)− x z + 1 = 0,

èëè

(x3 + x) z′′ + (3 x2 + 2) z′ = −1.

Îáîçíà÷àÿ z′ ÷åðåç u, ïîëó÷èì äëÿ u ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿä-
êà:

u′ +
3 x2 + 2

x3 + x
u = − 1

x3 + x
, (3.45)

ïðè÷åì

P (x) =
3 x2 + 2

x3 + x
, Q(x) = − 1

x3 + x
.

�åøèì ýòî óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì:

R(x) =

∫
P (x) dx =

∫
3 x2 + 2

x3 + x
dx =

∫
3 x2 + 1

x3 + x
dx+

∫
1

x (x2 + 1)
dx =

=

∫
d(x3 + x)

x3 + x
+

∫
1

x (x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
A

dx = ln |x3 + x|+
∫

A dx.
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Âû÷èñëèì îñòàþùèéñÿ èíòåãðàë îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè. Äëÿ

ýòîãî ïðåäñòàâëÿåì A â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ

íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïðèâîäèì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå

ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

A =
1

x (x2 + 1)
=
A1

x
+

2A2 x

x2 + 1
+

A3

x2 + 1
=
A1 (x

2 + 1) + 2A2 x
2 +A3 x

x3 + x
,

à çàòåì ïðèðàâíèâàåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ÷èñ-

ëèòåëÿõ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé:

1 = A1, 0 = A3, 0 = A1 + 2A2,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

A1 = 1, A2 = −1/2, A3 = 0,

à ñëåäîâàòåëüíî,

R(x) = ln |x3 + x|+
∫

A dx = ln |x3 + x|+
∫ ( 1

x
− x

x2 + 1
+

0

x2 + 1

)
dx =

= ln |x3 + x|+ ln |x| − 1

2
ln |x2 + 1| = ln |x2 (x2 + 1)| − ln |

√
x2 + 1| =

= ln |x2
√
x2 + 1|,

eR(x) = x2
√
x2 + 1, e−R(x) =

1

x2
√
x2 + 1

,

∫
eR(x)Q(x) dx = −

∫
x2

√
x2 + 1

x (x2 + 1)
dx = −

∫
x√

x2 + 1
dx = −

√
x2 + 1.

Íàéäåííûå �óíêöèè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.45):

u = e−R(x)
[
C1 +

∫
eR(x)Q(x) dx

]
=

1

x2
√
x2 + 1

[
C1 −

√
x2 + 1

]
=

=
C1 −

√
x2 + 1

x2
√
x2 + 1

=
C1

x2
√
x2 + 1

− 1

x2
,

÷òî äàåò

z =

∫
u dx+ C2 =

1

x
+ C1

∫
dx

x2
√
x2 + 1︸ ︷︷ ︸

B

+C2.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà B ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = 1/t,
îòêóäà dx = −dt/t2,

√
x2 + 1 =

√
t2 + 1/t, t = 1/x, à ñëåäîâàòåëüíî,

B = −
∫

t2 t dt

t2
√
t2 + 1

= −
√
t2 + 1 = −

√
x2 + 1

x
.

Â ðåçóëüòàòå âñåõ ýòèõ âûêëàäîê ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

èìåòü âèä

y = x z = x
( 1

x
− C1

√
x2 + 1

x
+ C2

)
= 1− C1

√
x2 + 1 + C2 x. ◮

Ïðèìåð 3.25. �åøèòü óðàâíåíèå y′′′ + y′ = sinx/ cos2x.
◭ Ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîñòðîèì åãî

�óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ3 + λ = 0. Îíî èìååò îäèí äåéñòâè-

òåëüíûé êîðåíü λ1 = 0 è ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé λ2,3 = ±i.

Ïîýòîìó �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòîèò èç �óíêöèé y1 = 1,
y2 = cosx è y3 = sinx, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî:

W3(y, x) =

∣∣∣∣∣∣

1 cosx sinx
0 − sinx cosx
0 − cosx − sinx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
− sinx cosx
− cosx − sinx

∣∣∣∣ = 1,

à îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yo = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Îòñþäà ïî ìåòîäó Ëàãðàíæà îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåé �îðìå:

y = C̃1(x) y1 + C̃2(x) y2 + C̃3(x) y3 ≡ C̃1(x) + C̃2(x) cosx+ C̃3(x) sinx.

Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà òèïà (3.43) áóäåò èìåòü âèä

C̃′
1(x) + C̃′

2(x) cosx+ C̃′
3(x) sinx = 0,

− C̃′
2(x) sinx+ C̃′

3(x) cosx = 0,

− C̃′
2(x) cosx− C̃′

3(x) sinx =
sinx

cos2x
,
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à åå ðåøåíèå �

C̃′
1(x) =

∣∣∣∣∣∣

0 cosx sinx
0 − sinx cosx

sin x
cos2x − cosx − sinx

∣∣∣∣∣∣
=

sinx

cos2x

∣∣∣∣
cosx sinx

− sinx cosx

∣∣∣∣ =
sinx

cos2x
,

C̃′
2(x) =

∣∣∣∣∣∣

1 0 sinx
0 0 cosx
0 sin x

cos2x − sinx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
0 cosx

sin x
cos2x − sinx

∣∣∣∣ = − tg x,

C̃′
3(x) =

∣∣∣∣∣∣

1 cosx 0
0 − sinx 0
0 − cosx sin x

cos2x

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
− sinx 0
− cosx sin x

cos2x

∣∣∣∣ = − tg2x,

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî

C̃′
1(x) =

∫
C̃′
1(x) dx + C1 =

∫
sinx

cos2x
dx+ C1 = −

∫
d(cos x)

cos2x
+ C1 =

=
1

cosx
+ C1,

C̃′
2(x) =

∫
C̃′
2(x) dx + C2 = −

∫
tg x dx+ C2 = ln | cosx|+ C2,

C̃′
3(x) =

∫
C̃′
3(x) dx + C3 = −

∫
tg2x dx+ C3 = −

∫
sin2x

cos2x
dx+ C3 =

= −
∫

1− cos2x

cos2x
dx+ C3 =

∫ (
1− 1

cos2x

)
dx+ C3 = x− tg x+ C3.

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ � �óíêöèÿ

y =
( 1

cosx
+ C1

)
+
(
ln | cosx|+ C2

)
cosx+

(
x− tg x+ C3

)
sinx. ◮

3.8. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

∗

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà

(a x+ b)n y(n) + a1 (a x+ b)n−1 y(n−1) + ...+

+ an−1 (a x+ b) y′ + an y = f(x), (3.46)

ãäå âñå a, b, a1, a2, ..., an � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

Ýéëåðà.
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Åñëè äëÿ îáëàñòè a x + b > 0 ïî �îðìóëå a x + b = et ââåñòè íîâóþ

íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t, òî óðàâíåíèÿ âèäà (3.46) ïðåîáðàçóþòñÿ â

ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

y(n) + b1 y
(n−1) + ...+ bn−1 y

′ + bn y = f0(t), (3.47)

ãäå y = y(t).
Äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá, ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(3.46) ñîñòîèò â ïîèñêå ÷àñòíûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå y =
= (a x+ b)k ñ íåèçâåñòíûì k, äëÿ êîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é
ñòåïåíè ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ (3.47).

Óðàâíåíèå

xn y(n) + a1 x
n−1 y(n−1) + ...+ an−1 x y

′ + an y = f(x) (3.48)

ÿâëÿåòñÿ ÷añòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (3.46).

Ïðèìåð 3.26. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (x + 2)2 y′′ + 3 (x+
+ 2) y′ − 3 y = 0.

◭ Äëÿ ýòîãî â äàííîå óðàâíåíèå âìåñòî y ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (x+
2)k. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà (x+2)k 6= 0 ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà:

k (k − 1) + 3 k − 3 = 0,

èëè

k2 + 2 k − 3 = 0,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî òàêîâû: k1 = 1, k2 = −3. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äàííîãî
óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäóþùèì:

y = C1 (x+ 2) + C2 (x+ 2)−3. ◮

Ïðèìåð 3.27. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (x + 1)3 y′′′ − 3 (x+
+ 1)2 y′′ + 6 (x+ 1) y′ − 6 y = (x + 1)3.

◭ Óðàâíåíèå íåîäíîðîäíîå. Âûäåëÿåì îäíîðîäíóþ ÷àñòü:

(x+ 1)3 y′′′ − 3 (x+ 1)2 y′′ + 6 (x+ 1) y′ − 6 y = 0.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå y = (x + 1)k. Äëÿ ýòîãî y ïîäñòàâèì â îäíîðîäíîå

óðàâíåíèå:
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(x + 1)3 k (k − 1) (k − 2) (x+ 1)k−3 − 3 (x+ 1)2 k (k − 1) (x+ 1)k−2+

+ 6 (x+ 1) k (x+ 1)k−1 − 6 (x+ 1)k = 0.

Åñëè ðàçäåëèòü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà (x+ 1)k, òî ïîëó÷èì

k (k − 1) (k − 2)− 3 k (k − 1) + 6 k − 6 = 0,

èëè

(k − 1)
[
k (k − 2)− 3 k + 6

]
= (k − 1) (k − 2) (k − 3) = 0,

îòêóäà k1 = 1, k2 = 3, k4 = 3. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

y0 = C1 (x+ 1) + C2 (x + 1)2 + C3 (x+ 1)3.

Òåïåðü íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èñêàòü

åãî áóäåì â âèäåå y∗ = A (x+1)3 ln(x+ 1), ãäå A � íåîïðåäåëåííàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

2A(1 + x)3 = (x+ 1)3,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A = 1/2, à îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

y = C1 (x+ 1) + C2 (x+ 1)2 + C3 (x+ 1)3 +
1

2
(x+ 1)3 ln(x+ 1). ◮

3.9. Ïîñòðîåíèå ëèíåéíîãî ÎÄÓ ïî åãî ðåøåíèÿì

∗

�àññìîòðèì ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ÎÄÓ

y(n) + a1(x) y
(n−1) + ...+ an−1(x) y

′ + an(x) y = 0, x ∈ [a, b], (3.49)

äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ çàäàííûå �óíêöèè. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ

ïðîáëåìû íóæíî îòâåòèòü íà äâà âîïðîñà: 1) ñóùåñòâóåò ëè òàêîå óðàâ-

íåíèå â ïðèíöèïå? 2) åäèíñòâåííî ëè îíî? Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ äàåò

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.9. Åñëè êîý��èöèåíòû ak(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b],
k = 1, 2, ..., n, òî óðàâíåíèå (3.49) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �óíäàìåí-

òàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé.

Òåïåðü îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ.
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Òåîðåìà 3.10. Åñëè n ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå íà îòðåç-

êå [a, b] �óíêöèè yℓ(x), ℓ = 1, 2, ..., n òàêîâû, ÷òî ñîñòàâëåííûé èç íèõ

îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî Wn(y, x) íå ðàâåí íóëþ íè â îäíîé òî÷êå îòðåç-

êà [a, b], òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà òàêîå, ÷òî
�óíêöèè yℓ(x), ℓ = 1, 2, ..., n ÿâëÿþòñÿ åãî �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé

ðåøåíèé.

◭ �àññìîòðèì ñëåäóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè y(x), x ∈ [a, b]:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) ... yn−1(x) yn(x) y(x)

y′1(x) y′2(x) ... y′n−1(x) y′n(x) y′(x)

y′′1 (x) y′′2 (x) ... y′′n−1(x) y′′n(x) y′′(x)

... ... ... ... ... ...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) .... y

(n−1)
n−1 (x) y

(n−1)
n (x) y(n−1)(x)

y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) ... y

(n)
n−1(x) y

(n)
n (x) y(n)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (3.50)

Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ÎÄÓ (3.50) äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå n-ãî ïîðÿäêà, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíåìó

ñòîëáöó. Êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé y(n)(x) � ýòî îïðåäåëè-
òåëü Âðîíñêîãî, ñîñòàâëåííûé èç çàäàííûõ �óíêöèé yℓ(x), ℓ = 1, 2, ..., n.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû îí îòëè÷åí îò íóëÿ íà îòðåçêå [a, b].

Åñëè ïîäåëèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ýòîò îïðåäåëèòåëü, òî ïî-

ëó÷èì ÎÄÓ âèäà (3.49), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî íåïðåðûâíû íà îòðåçêå

[a, b]. Âñå �óíêöèè yℓ(x), ℓ = 1, 2, ..., n ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ, òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå �óíêöèè yk(x) âìåñòî y(x) â óðàâ-

íåíèå (3.50) îïðåäåëèòåëü â ëåâîé ÷àñòè áóäåò âêëþ÷àòü äâà îäèíàêîâûõ

ñòîëáöà. ◮

Ïðèìåð 3.28. Ïîñòðîèòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ÎÄÓ íàèìåíüøåãî ïî-

ðÿäêà, ó êîòîðîãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè y1(x) = x, y2(x) = x2,
y3(x) = e−x

.

◭ Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû �óíêöèé y1(x), y2(x)
è y3(t):

W3(y, x) =

∣∣∣∣∣∣∣

x x2 e−x

1 2 x −e−x

0 2 e−x

∣∣∣∣∣∣∣
= e−x

∣∣∣∣∣∣∣

x x2 1

1 2 x −1

0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣
=

= e−x
(
2 x2 + 2− x2 + 2 x

)
= e−x

(
x2 + 2 x+ 2

)
.
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Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü â íóëü íå îáðàùàåòñÿ íè

ïðè êàêîì x. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå, èñêîìîå óðàâíåíèå òðåòüåãî

ïîðÿäêà èìååò âèä

ex

x2 + 2 x+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x x2 e−x y

1 2 x −e−x y′

0 2 e−x y′′

0 0 −e−x y′′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

èëè

y′′′ +
1

x2 + 2 x+ 2

(
x2 y′′ − 2 x y′ + 2 y

)
= 0. ◮

3.10. Êðàåâûå çàäà÷è

∗

Â ïðåäûäóùèõ ïîäðàçäåëàõ äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ðàññìàòðè-
âàëàñü çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðîé âñå n óñëîâèé çàäàþòñÿ
ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè x = x0. Â êðàåâîé çàäà÷å çàäàþòñÿ óñëîâèÿ

ïðè äâóõ (èëè áîëåå) çíà÷åíèÿõ x. Òàêèå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè.
Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è, â êîòîðûõ

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ ëèíåéíû. Ëåâûå ÷àñòè

êðàåâûõ óñëîâèé � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé èñêîìîé �óíêöèè è åå

ïðîèçâîäíûõ â çàäàííûõ òî÷êàõ xi à ïðàâûå ÷àñòè � çàäàííûå ïîñòîÿííûå
÷èñëà.

Ïðèìåð 3.29. Ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ óñëîâèé ÿâëÿþòñÿ: à) y(a) = ya;
á) y′(b) = y′b; â) c1 y(a) + c2 y

′(b) = c0 (c1 è c2 çàäàíû, |c1| + |c2| 6= 0);
ã) y(a)− y(b) = c3; ä) y

′(a)− y′(b) = c4.

Åñëè ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè êðàåâîãî óñëîâèÿ ðàâíà íóëþ, òî

óñëîâèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè íå ðàâíà íóëþ � òî íåîäíîðîäíûì.

Äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà çàäàþòñÿ n óñëîâèé. Â ðàçíûõ òî÷êàõ

xi óñëîâèÿ ìîãóò áûòü îäíîãî òèïà èëè ðàçíûõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Êðàåâàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ ëèíåéíû è îäíîðîäíû.

Â îòëè÷èå îò çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò

èìåòü îäíî èëè ìíîãî ðåøåíèé, à ìîæåò è íå èìåòü ðåøåíèé. Íàïðèìåð,

çàäà÷à y′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π/2) = c0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

y = c0 sinx, à çàäà÷à y′′+ y = 0, y(0) = 0, y(π) = b â ñëó÷àå b 6= 0 íå èìååò
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ðåøåíèé (òàê êàê âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ y(0) = 0, èìåþò
âèä y = c sinx è ïðè x = π îíè ðàâíû íóëþ), à â ñëó÷àå b = 0 èìååò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé y = c sinx, c � ëþáîå.

Òåîðåìà 3.11 (îá àëüòåðíàòèâå). �àññìîòðèì óðàâíåíèå:

a0(x) y
(n) + a1(x) y

(n−1) + ...+ an−1(x) y
′ + an(x) y = f(x), (3.51)

ãäå n > 2, ak(x) è f(x) íåïðåðûâíû, ïðè÷åì a0(x) 6= 0, ñ n ëèíåéíû-

ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: 1) çàäà÷à èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ â óðàâíåíèè è êðàåâûõ

óñëîâèÿõ; 2) îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (ëåâûå ÷àñòè òå æå, à ïðàâûå çàìåíÿþò-

ñÿ íóëÿìè) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ïðè

íåêîòîðûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, à ïðè âñåõ

äðóãèõ � íå èìååò ðåøåíèé.

�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó íà îòðåçêå a 6 x 6 b:

a0(x) y
′′ + a1(x) y

′ + a0(x) y = f(x),

c1 y
′(a) + c2 y(a) = 0, (3.52)

c3 y
′(b) + c4 y(b) = 0,

ãäå |c1|+ |c2| 6= 0, |c3|+ |c4| 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ôóíêöèåé �ðèíà ýòîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ òàêàÿ

�óíêöèÿ G(x, s), x ∈ [a, b], s ∈ (a, b), ÷òî:
1°. Äëÿ êàæäîãî s = const �óíêöèÿ y(x) = G(x, s) ïðè x 6= s óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ L

[
y
]
= 0.

2°. Ïðè x = a è x = b �óíêöèÿ y(x) = G(x, s) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì
óñëîâèÿì èç (3.52).

3°. Ïðè x = s îíà íåïðåðûâíà ïî x, à åå ïðîèçâîäíàÿ ïî x èìååò

ñêà÷îê, ðàâíûé 1/a0(x), ò.å.

G(s+ 0, s) = G(s− 0, s), G′
x(s+ 0, s) = G′

x(s− 0, s) +
1

a0(x)
. (3.53)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè

�ðèíà è äàåò ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ.

Òåîðåìà 3.12. Åñëè íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèè a0, a1, a2 íåïðåðûâíû,
a0 6= 0, è åñëè ïðè f(x) ≡ 0 êðàåâàÿ çàäà÷à (3.52) èìååò òîëüêî íóëåâîå

ðåøåíèå, òî �óíêöèÿ �ðèíà ñóùåñòâóåò è èìååò âèä

G(x, s) =

{
k1(s) y1(x), a 6 x 6 s,

k2(s) y2(x), s 6 x 6 b,
(3.54)
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ãäå y1 è y2 � íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L

[
y
]
= 0, óäîâëåòâîðÿþùèå

ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîìó è âòîðîìó êðàåâûì óñëîâèÿì èç (3.52), ìíîæè-

òåëè k1 è k2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

k1 y1(s) = k2 y2(s), k2 y
′
2(s) = k1 y

′
1(s) +

1

a0(x)
, (3.55)

êîòîðûå ñîãëàñîâàíû ñ óñëîâèÿìè (3.53).

Òåîðåìà 3.13. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.12 è f(x) íåïðå-
ðûâíà ïðè a 6 x 6 b, òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.52) âûðàæàåòñÿ

�îðìóëîé

y(x) =

∫ b

a

G(x, s) f(s) ds. (3.56)

�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ:

L

[
y
]
− λ y = 0, c1 y

′(a) + c2 y(a) = 0, c3 y
′(b) + c4 y(b) = 0, (3.57)

ãäå L

[
y
]
, c1, c2, c3, c4 òå æå, ÷òî â (3.52). Çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à

(3.57) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ýòîé çàäà÷è, à ñàìè íåíóëåâûå ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè. Ïðè

òåõ λ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, èìååò ìåñòî âòîðîé

ñëó÷àé àëüòåðíàòèâû, à ïðè îñòàëüíûõ � ïåðâûé.

Âàæíîå íàïðàâëåíèå òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ � ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ,

èçó÷àþùàÿ ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. Âû-

äåëåí êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ êðàåâûõ çàäà÷. Â òàêèõ

çàäà÷àõ ñîáñòâåííûå �óíêöèè îðòîãîíàëüíû â ïðîñòðàíñòâå LL2, êîòîðîå

ñîñòîèò èç �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà äàííîì îòðåçêå. Äî-

êàçàíî, ÷òî ëþáóþ ãëàäêóþ �óíêöèþ íà ýòîì îòðåçêå, óäîâëåòâîðÿþùóþ

êðàåâûì óñëîâèÿì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ìîæíî ðàçëîæèòü â ñõîäÿ-

ùèéñÿ ðÿä ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ýòîé çàäà÷è, àíàëîãè÷íûé ðÿäó

Ôóðüå. Ïîäîáíûå ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè

ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ÄÓâ×Ï.

3.11. Óïðàæíåíèÿ

Àóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. �åøèòü ÎÄÓ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê:

01. y′′′ = 2
cos x

sin3 x
. 02. y′′ = arcsin x.
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03. x2 y′′ = (y′)2. 04. 2 x y′ y′′ = (y′)2 − 1.

05. y3 y′′ = 1. 06. (y′)2 + 2 y y′′ = 0.

07. y′′ = 2 y y′. 08. y y′′ = (y′)2.

09. y′′ (ex + 1) + y′ = 0. 10. y′′′ = (y′′)2.

11. y y′′ = (y′)2 − (y′)3 = 0. 12. y′′′ = 2 (y′′ − 1) ctg x.

13. x y y′′ − x (y′)2 = y y′. 14. y y′′ = (y′)2 + 15 y2 √x.

15. (x2 + 1)
[

(y′)2 − y y′′
]

= x y y′. 16. x y y′′ + x (y′)2 = 2 y y′.

17. x2 y y′′+ = (y − x y′)2. 18. y′′ +
y′

x
+

y

x2
=

(y′)2

y
.

2°. �åøèòü îäíîðîäíûå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà è âûøå:

01. y′′ + y′ − 2 y = 0. 02. y′′ + 4 y′ + 3 y = 0.

03. y′′ − 2 y′ = 0. 04. 2 y′′ − 5 y′ + 2 y = 0.

05. y′′ − 4 y′ + 5 y = 0. 06. y′′ + 2 y′ + 10 y = 0.

07. y′′ + 4 y = 0. 08. y′′′ − 8 y = 0.

09. yIV − y = 0. 10. yIV + 4 y = 0.

11. yV I + 64 y = 0. 12. y′′ − 2 y′ + y = 0.

13. 4 y′′ + 4 y′ + y = 0. 14. yV − 6 yIV + 9 y′′′ = 0.

15. yV − 19 y′′′ + 9 y′ = 0. 16. yIV + 2 y′′ + y = 0.

17. y′′′ − 3 y′′ + 3 y′ − y = 0. 18. y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

19. yIV − 5 y′′ + 4 y = 0. 20. yV + 8 y′′′ + 16 y = 0.

3°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

01. y′′ + y = 4x ex. 02. y′′ − y = 2 ex − x2.

03. y′′ + y′ − 2 y = 3x ex. 04. y′′ − 3 y′ + 2 y = sin x.

05. y′′ + y = 4 sin x. 06. y′′ − 5 y′ + 4 y = 4x2 e2x.

07. y′′ − 3 y′ + 2 y = x cos x. 08. y′′ + 3 y′ − 4 y = e−4x + x e−x.

09. y′′ + 2 y′ − 3 y = x2 ex. 10. y′′ − 4 y′ + 8 y = e2x + sin 2x.

11. y′′ − 9 y = e3x cosx. 12. y′′ − 2 y′ + y = 6 x ex.

13. y′′ + y = x sin x. 14. y′′ + 4 y′ + 4 y = x e2x.

15. y′′ − 5 y′ = 3x2 + sin 5x.

4°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ÎÄÓ:

01. yIV + y′′ = 7x− 3 cosx.
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02. y′′′ − 4 y′′ + 3 y′ = x2 + x e2x.

03. yIV + 5 y′′ + 4 y = sin x · cos 2x.
04. yIV + 8 y′′ + 16 y = cos x.

05. y′′′ − 3 y′ + 2 y = 9 e2x, y(0) = 0, y′(0) = −3, y′′(0) = 3.

06. yIV + y′′ = 2 cos x, y(0) = −2, y′(0) = 1, y′′(0) = y′′′(0) = 0.

07. y′′′ − 4 y′′ + 5 y′ − 2 y = 2x+ 3.

08. yIV + 2 a2 y′′ + a4 y = cos a x.

09. y′′ + 4 y = cosx · cos 3x.
10. y′′ − 4 y′ + 5 y = e2x sin2 x.

Âíåàóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. �åøèòü ÎÄÓ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê:

01. y′′ = lnx. 02. y′′ = x+ sin x.

03. x y′′ = y′ ln
y′

x
. 04. y′′ +

2 y′

1− y
= 0.

05. 2 y y′′ = y2 + (y′)2. 06. (y′′)2 + y′ = x y′′.

07. y′′ + (y′)2 = 2 e−y. 08. (y′′)2 = (y′)2 + 1.

09. x y′′′ = y′′ − x y′′. 10. y′′ = ey.

11. y4 − y3 y′′ = 1. 12. y′′ (2 y′ + x) = 1.

13. y (x y′′ + y′) = x (y′)2 (1− x). 14. x2 y y′′ + (y′)2 = 0.

15. x2 [(y′)2 − 2 y y′′
]

= y2. 16. x y y′′ = y′ (y + y′).

17. y′′′ = y′′3. 18. x y′′ − y′ = ex x2.

19. y′′ tg y = 2 (y′)2. 20. (1 + x2) y′′ + 2 x y′ = x3.

2°. �åøèòü îäíîðîäíûå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà è âûøå:

01. y′′ − 9 y = 0. 02. y′′ − 4 y′ = 0.

03. y′′ − 2 y′ − y = 0. 04. 3 y′′ − 2 y′ − 8 y = 0.

05. y′′ + 16 y = 0. 06. y′′ + 6 y′ + 13 y = 0.

07. 4 y′′ − 8 y′ + 5 y = 0. 08. 4 y′′ − 20 y′ + 25 y = 0.

09. y′′ − 4 y′ + 3 y = 0, 10. y′′ + 4 y′ + 29 y = 0,

y(0) = 6, y′(0) = 10. y(0) = 0, y′(0) = 15.

11. y′′′ + 9 y′ = 0. 12. yIV − 13 y′′ + 36 y = 0.

13. yIV = 8 y′′ − 16 y. 14. yIV = 256 y.
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15. y′′′ − 13 y′ − 12 y = 0. 16. yIV + 2 y′′′ + y′′ = 0.

17. y(n) = y(n−2). 18. yIV + 81 y = 0.

19. 64 yV III + 48 yV I+ 20. y(n) + C
1
n y(n−1) + C

2
n y(n−1)+

+ 12 yIV + y′′ = 0. + ...+ C
1
n y′ + y = 0.

3°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

01. y′′ − 2 y′ + 2 y = ex + x cos x.

02. y′′ + 6 y′ + 10 y = 3x e−3x − 2 e3x cos x.

03. y′′ − 8 y′ + 20 y = 5x e4x sin 2 x.

04. y′′ + 7 y′ + 10 y = x e−2x cos 5x.

05. y′′ − 2 y′ + 5 y = 2x ex + ex sin 2x.

06. y′′ − 2 y′ + y = 2x ex + ex sin 2x.

07. y′′ − 8 y′ + 17 y = e4x (x2 − 3x sin x).

4°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ÎÄÓ:

01. y′′′ − 3 y′ + 2 y = e−x (4x2 + 4 x− 10).

02. yIV + y′′′ = x2 − 1.

03. yIV − y = x ex + cos x.

04. yIV − 2 y′′ + y = 8 (ex + e−x) + 4 (sin x+ cos x).

05. y′′′ + 2 y′′ + y′ + 2 e−2x = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1, y′′(0) = 1.

06. y′′′ − y′ = 3 (2− x2), y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1.

07. y′′ + 3 y′ + 2 y = e−x cos2 x.

08. y′′ − 2 y′ + 2 y = (x+ ex) sin x.

09. y′′ − 3 y′ + 2 y = 2x. 10. y′′ − y = 4 sh x.

11. y′′ + 4 y′ + 3 y = chx. 12. y′′ + 4 y = shx · sin 2 x.
13. y′′ + 2 y′ + 2 y = chx · sin x.
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4.1. Ïîíÿòèå î ñèñòåìàõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ñ ñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷å-

íèè ÿâëåíèé, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ îäíîé �óíêöèè íåäîñòàòî÷íî.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåò-

ñÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé, â êàæäîå èç êîòîðûõ âõîäÿò íåçà-

âèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, èñêîìûå �óíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå.

Îáùèé âèä ñèñòåìû ÎÄÓ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

F1

(
x, y1, y

′
1, ..., y

(k1)
1 , y2, y

′
2, ..., y

(k2)
2 , ..., yn, y

′
n, ..., y

(kn)
n

)
= 0,

F2

(
x, y1, y

′
1, ..., y

(k1)
1 , y2, y

′
2, ..., y

(k2)
2 , ..., yn, y

′
n, ..., y

(kn)
n

)
= 0,

... ... ... ... ... ...

Fr

(
x, y1, y

′
1, ..., y

(k1)
1 , y2, y

′
2, ..., y

(k2)
2 , ..., yn, y

′
n, ..., y

(kn)
n

)
= 0.

(4.1)

Åñëè â ñèñòåìå (4.1) r = n è åå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ñòàð-

øèõ ïðîèçâîäíûõ, òî îíà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

y
(k1)
1 = f1

(
x, y1, y

′
1, ..., y

(k1−1)
1 , y2, y

′
2, ..., y

(k2−1)
2 , ..., yn, y

′
n, ..., y

(kn−1)
n

)
,

y
(k2)
2 = f2

(
x, y1, y

′
1, ..., y

(k1−1)
1 , y2, y

′
2, ..., y

(k2−1)
2 , ..., yn, y

′
n, ..., y

(kn−1)
n

)
,

... ... ... ... ... ...

y
(kn)
n = fn

(
x, y1, y

′
1, ..., y

(k1−1)
1 , y2, y

′
2, ..., y

(k2−1)
2 , ..., yn, y

′
n, ..., y

(kn−1)
n

)
.

(4.2)

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñò-

íûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôîðìà (4.2) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìîé ñè-

ñòåìû (4.1), à ñóììà k1 + k2 + ...+ kn � åå ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Íîðìàëüíîé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (èëè ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â �îðìå Êîøè) íàçû-

âàåòñÿ ñèñòåìà ÎÄÓ âèäà

y′1 = f1(x, y1, y2, ..., yn),

y′2 = f2(x, y1, y2, ..., yn),

... ... ... ... ... ...

y′n = fn(x, y1, y2, ..., yn),

(4.3)
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ãäå y1, y2, ..., yn � èñêîìûå �óíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, à ïðàâûå
÷àñòè f1, f2, ..., fn � èçâåñòíûå �óíêöèè ïåðåìåííûõ x, y1, y2, ..., yn,
îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîé îáëàñòè DD.

Ïðèìåð 4.1.

y′′ + 2 ε1 y
′ + ω2

1 y + µ1 y
3 = k1 z,

z′′ + 2 ε2 z
′ + ω2

2 z + µ2 z
3 = k2 y

� ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. ◮

Îïðåäåëåíèå 4.4. �åøåíèåì ñèñòåìû n äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà n �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ,

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ è îáðàùàþùèõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â òîæ-

äåñòâà îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗).

Â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå ñèñòåìà (4.3) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

y′ = f
(
x,y

)
, (4.4)

ãäå y = (y1, y2, ..., yn)
⊺
� âåêòîð íåèçâåñòíûõ �óíêöèé, f = (f1, f2, ..., fn)

⊺

� âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé, ⊺ � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðè-

öû èëè âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Åñëè âåêòîð-�óíêöèÿ f â (4.4) íå ñîäåðæèò ÿâíî

íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, òî ñèñòåìà (4.4) íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìîé:

y′ = f
(
y
)
, (4.5)

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ëèíåéíîé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ÎÄÓ âèäà

y′1 = a11(x) y1 + a12(x) y2 + ...+ a1n(x) yn + h1(x),

y′2 = a21(x) y1 + a22(x) y2 + ...+ a2n(x) yn + h2(x), (4.6)

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

y′n = an1(x) y1 + an2(x) y2 + ...+ ann(x) yn + hn(x),

ãäå aij è hi � êîý��èöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.6),

êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé x íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (x∗, x
∗). Åñ-

ëè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå �óíêöèè hi(x) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, òî

139



4. ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

ñèñòåìà (4.6) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîä-

íîé. Åñëè êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (4.6) íà èíòåðâàëå (x∗, x
∗) ïîñòîÿííû

(aij = const), òî ñèñòåìà (4.6) � ëèíåéíàÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà-
ìè.

Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ �îðìà ñèñòåìû (4.6) òàêîâà:

y′ = A(x)y + h(x), (4.7)

ãäåA =
{
aij(x)

}
� ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ, h = (h1, h2, ..., hn)

⊺
� âåêòîð

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðèìåð 4.2.

y′1 = 2 y1 + y2 + x+ 1,

y′2 = 3 y1 − 2 y2 + 5 x

� íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé, èëè

d

dx

[
y1

y2

]
=

[
2 1

3 −2

] [
y1

y2

]
+

[
x+ 1

5 x

]
. ◮

Ïðèìåð 4.3. �àññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(x) y
(n−1) + a2(x) y

(n−2) + ...+ an(x) y = f(x).

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ ÎÄÓ:

y′1 = y2,

y′2 = y3,

... ... ...

y′n = −a1(x) yn + a2(x) yn−1 − ...− an(x) y1 + f(x),

ãäå y1 = y, y2 = y′, ..., yn = y(n−1)
. Îáðàòíî, ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

ÎÄÓ ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó ÎÄÓ n-ãî ïîðÿä-
êà îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç íåèçâåñòíûõ �óíêöèé. ◮

Åñëè n = 1, òî ñèñòåìà (4.3) ñîäåðæèò òîëüêî îäíî óðàâíåíèå: y′ =
f(x, y), è åå ðåøåíèå y(x) îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ íà ïëîñ-

êîñòè. Åñëè n = 2, òî èìååì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé: y′ = f1(x, y, z),
z′ = f2(x, y, z), à åå ðåøåíèå y = y(x), z = z(x) îïðåäåëÿåò: 1) äâå êðèâûõ
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íà ïëîñêîñòè; 2) îäíó êðèâóþ íà ïëîñêîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå;

3) îäíó êðèâóþ (òðàåêòîðèþ) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (4.3) ñîñòîèò â íàõîæäå-

íèè ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y1 = y10, y2 = y20, ..., yn = yn0 ïðè x = x0, (4.8)

ãäå x0, y10, y20, ..., yn0 � çàäàííûå ÷èñëà.

�åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ïîèñê èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó P (x0, y10, y20, ..., yn0) îáëàñòè DD.

Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó, ñîäåðæàùóþ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (4.3).

Òåîðåìà 4.1. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (4.3) íåïðåðûâíû è èìåþò

íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x, y1, y2, ..., yn â íåêîòîðîé

îáëàñòè BB, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P (x0, y10, y20, ..., yn0) ýòîé îáëàñòè ñóùå-

ñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), ..., yn = ϕn(x), (4.9)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (4.8), îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâíî äè��åðåí-

öèðóåìîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Ïóñòü BB � îáëàñòü, â êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû (4.3).

Îïðåäåëåíèå 4.8. Îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3) â îáëà-

ñòè BB íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî �óíêöèé

yi = ϕi(x, C1, C2, ..., Cn), i = 1, 2, ..., n, (4.10)

êîòîðîå: 1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3) íà ïðîìåæóòêå

(x∗, x
∗) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, ..., Cn (èç

íåêîòîðîé îáëàñòè GG èçìåíåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí); 2) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè ñ ëþáûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè èç îáëàñòè B ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, ..., Cn.
Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ñèñòåìà ðàâåíñòâ (4.10) ðàçðåøèìà îò-

íîñèòåëüíî C1, C2, ..., Cn, è ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî

�óíêöèé Ck = ψk(x, y1, y2, ..., yn), k = 1, n, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè BB;

îáëàñòü çíà÷åíèé ýòèõ �óíêöèé è åñòü óïîìÿíóòàÿ âûøå îáëàñòü GG.

Îïðåäåëåíèå 4.9. ×àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.3) íàçûâàåòñÿ ðå-

øåíèå ýòîé ñèñòåìû, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåãî ðåøåíèÿ ïðè

êàêèõ-ëèáî çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, ..., Cn.
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Îïðåäåëåíèå 4.10. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî

íóëÿ)

Hi

(
x,y

)
= 0, i = 1, 2, ..., n, (4.11)

èëè

H
(
x,y

)
= 0

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû (4.4), åñëè îíà ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå

íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (4.4)

Îïðåäåëåíèå 4.11. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

H
(
x,y, C1, C2, ..., Cn

)
= 0, i = 1, 2, ..., n, (4.12)

íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì ñèñòåìû â íåêîòîðîé îáëàñòè DD ïðî-

ñòðàíñòâà (t,y), åñëè, âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîñòîÿííûå C1,
C2, ..., Cn, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ ñèñòåìû (4.4),

ïðîõîäÿùóþ â DD.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Èíòåãðàë ÷àñòíîãî âèäà (4.12)

H1

(
x,y, C1

)
= 0

íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû.

Åñëè èçâåñòíû n íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ

Hi

(
x,y, Ci

)
= 0, i = 1, 2, ..., n,

òî èõ ñîâîêóïíîñòü ýêâèâàëåíòíà îáùåìó èíòåãðàëó (4.12), ò.å. îïðåäåëÿåò

îáùåå ðåøåíèå. Åñëè æå èçâåñòíû k < n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, òî ïîðÿäîê

ñèñòåìû ìîæíî ïîíèçèòü äî n− k.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ (4.3) âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà èñ-

êëþ÷åíèÿ. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ äè��åðåíöèðîâàíèé óðàâíåíèé ñèñòåìû è èñêëþ÷åíèé y2, ..., yn
ñòðåìÿòñÿ ïîñòðîèòü óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ y1, ïîñëå ðåøåíèÿ êî-

òîðîãî èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé íàõîäÿò îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå

�óíêöèè. Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä âñåãäà äàåò èñêîìûé

ðåçóëüòàò òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 4.4. �åøèì ñèñòåìó

y′ = y + z + x, y(0) = 1,
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z′ = −4 y − 3 z + 2 x, z(0) = 0,

ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ.

◭ Äëÿ ýòîãî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì z: z = y′−y−x è
ïðîèçâîäíóþ z: z′ = y′′−y′−1. Òåïåðü íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâëÿåì
âî âòîðîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû:

y′′ − y′ − 1 = −4 y − 3 (y′ − y − x) + 2 x,

èëè

y′′ + 2 y′ + y = 5 x+ 1.

Ïîëó÷èëè ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ðåøàòü êîòîðîå áóäåì ïî èçëîæåííîé â ïð-

äûäóùåì ðàçäåëå ñõåìå.

1°. Íàõîäèì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′′ +
2 y′ + y = 0. Äëÿ ýòîãî âûïèñûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 +
2λ+1 = 0 è ðåøàåì åãî: λ1 = −1 (îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè
2). Îòñþäà

yo = e−x (C1 + C2 x).

2°. �àçáèðàåì ïðàâóþ ÷àñòü f(x) = 5 x+ 1:

α = 0 P (x) = 5 x+ 1 n = 1 k = 1
β = 0 Q(x) = 0 m = 0
α± β i = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ⇒

r = 0

(α = 0, òàê êàê ýêñïîíåíòà îòñóòñòâóåò, β = 0, ò.ê. íåò íè ñèíóñîâ, íè

êîñèíóñîâ). Îòñþäà y∗ = Ax + B (U(x) ≡ Ax + B, V (x) ≡ 0), ãäå A è

B � íåîïðåäåëåííûå êîý��èöèåíòû. Ïåðåä ïîäñòàíîâêîé y∗ â óðàâíåíèå
íàéäåì íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå:

y = Ax+B,

y′ = A,

y′′ = 0

Îòñþäà

+

+

=

y′′ 0 x + 0
2 y′ 0 x + 2A
y Ax + B

f(x) 5 x + 1
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Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ïî ñòîëáöàì,

ïîëó÷àåì ÑËÀÓ äëÿ âû÷èñëåíèÿ A è B:

A = 5,

2A+B = 1,

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî A = 5, B = −9, à ñëåäîâàòåëüíî, y∗ = 5 x− 9.
3°. Ñêëàäûâàÿ yo è y∗, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå:

y = e−x (C1 + C2 x) + 5 x− 9.

4°. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ y, âû÷èñëÿåì

z = e−x (C2 − 2 C1 − 2 C2 x)− 6 x+ 14.

5°. Îïðåäåëèì èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî â ïîñëåäíèõ äâóõ

ðàâåíñòâàõ âûïîëíèì ñëåäóþùèå çàìåíû: x íà 0, y íà 1, z íà 0. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî C1 è C2:

1 = C1 − 9,

0 = C2 − 2 C1 + 14,

ðåøåíèå êîòîðîé åñòü C1 = 10, C2 = 6. Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ỹ = e−x (10 + 6 x) + 5 x− 9,

z̃ = e−x (−14− 12 x)− 6 x+ 14. ◮

�àññìîòðèì ìåòîä èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ-

÷àåòñÿ â òàêîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ñèñòåìû, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæ-

íîñòü ïîëó÷èòü ëåãêî èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíûå ñèñòåìû, ñî-

äåðæàùèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, òàêæå ìîæ-

íî ïîñðåäñòâîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ è êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ñâåñòè ê

îäíîìó óðàâíåíèþ. Ìåòîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé ðåøàþòñÿ ñè-

ñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà:

1)
dx1
X1

=
dx2
X2

= ... =
dxn
Xn

;

2)
dx1
dt

= X1,
dx2
dt

= X2, ...
dxn
dt

= Xn.
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Óìíîæàÿ îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïîäõîäÿùèå ìíîæèòåëè è ñêëàäûâàÿ,

èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî äâå ïåðåìåííûå

xi è xj . Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì îäèí èç n − 1 èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû f(xi, xj) = C.
Ïðèìåð 4.5. �åøèòü ñèñòåìó

y′ = y2 + y z,

z′ = y z + z2

ìåòîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé.

◭ Ñëîæèì ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ:

y′ + z′ = y2 + 2 y z + z2, èëè (y + z)′ = (x + y)2.

Îòñþäà

d(y + z)

y + z
= dx ⇒ − 1

y + z
= x+ C1.

Òåïåðü ïîäåëèì ïåðâîå íà âòîðîå:

dy

dz
=
y (y + z)

z (y + z)
, èëè

dy

dz
=
y

z
⇒ y = C2 z.

Ïîäñòàâèì y = C2 z â ïåðâîå ðåøåíèå:

− 1

C2 z + z
= x+ C1 ⇒ z = − 1

(C2 + 1) (x+ C1)
.

Òîãäà

y = C2 z = − C2
(C2 + 1) (x+ C1)

. ◮

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöè-

åíòàìè èíòåãðèðóåìàÿ êîìáèíàöèÿ åñòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðå-

ìåííûìè, â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû � ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êàæäàÿ èíòåãðèðóåìàÿ êîìáèíàöèÿ äàåò îäèí ïåðâûé

èíòåãðàë; åñëè ÷èñëî èõ ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé ñèñòåìû, òî èíòåãðèðî-

âàíèå çàêîí÷åíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ ìåíüøèì

÷èñëîì íåèçâåñòíûõ �óíêöèé.

Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (îäíîðîäíûõ èëè íåîäíîðîäíûõ) ñòà-

ðàþòñÿ, êîìáèíèðóÿ äàííûå óðàâíåíèÿ, îáðàçîâàòü òàêîå âûðàæåíèå èç
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�óíêöèé y1, y2, ..., ÷òîáû äè��åðåíöèàë ýòîãî âûðàæåíèÿ îòëè÷àëñÿ îò

äè��åðåíöèàëà, ïîëó÷àåìîãî â ëåâîé ÷àñòè êîìáèíàöèè, íà ïîñòîÿííûé

ìíîæèòåëü. Â îáðàçîâàíèè êîìáèíàöèè ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå íåçàâèñèìóþ

ïåðåìåííóþ, ðîëè íå èãðàþò, ò.å. îò ïîñëåäíèõ íå çàâèñèò âûáîð êîìáè-

íàöèè.

4.2. Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü äàíà íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè

y′k(x) = ak1(x) y1(x) + ak2(x) y2(x) + ...+ akn(x) yn(x), k = 1, 2, ..., n,
(4.13)

èëè

y′(x) = A(x)y(x), (4.14)

ãäå y(x) =
(
y1(x), y2(x), ..., yn(x)

)⊺
� âåêòîð íåèçâåñòíûõ �óíêöèé,A(x) =

{aij(x)} � ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ.
Ñâîéñòâî 4.1. Åñëè y(x) è z(x) � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.14): y′(x) ≡ A(x)y(x), z′(x) ≡ A(x)z(x),
òî èõ ñóììà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Ñâîéñòâî 4.2. Åñëè y(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.14): y′(x) ≡ A(x)y(x), òî âåêòîð C y(x), ãäå C =
const, � òàêæå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.14).

Ñâîéñòâî 4.3. Åñëè y1(x), y2(x), ..., ym(x) � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.14), à C1, C2, ..., Cm � ïðîèçâîëü-

íûå ïîñòîÿííûå, òî âåêòîð

y(x) =

m∑

k=1

Ck yk(x)

� ðåøåíèå ñèñòåìû (4.14).

Îïðåäåëåíèå 4.13. Ñèñòåìà èç n âåêòîð-�óíêöèé y1(x), y2(x), ...,
yn(x) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé íà èíòåðâàëå (x∗, x

∗), åñëè èç ðà-
âåíñòâà

n∑

k=1

Ck yk(x) ≡ 0, x ∈ (x∗, x
∗) ⊂ R, (4.15)
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ñëåäóåò, ÷òî C1 = C2 = ... = Cm = 0. Èíà÷å ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìîé.

Îïðåäåëåíèå 4.14. Îïðåäåëèòåëü

W (x) =W
[
y1(x),y2(x), ...,yn(x)

]
=

= det
[
yij(x)

]
≡

∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(x) y12(x) ... y1n(x)
y21(x) y22(x) ... y2n(x)
... .... ... ...

yn1(x) yn2(x) ... ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.16)

ñèñòåìû n âåêòîð-�óíêöèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî (èëè

âðîíñêèàíîì) ýòîé ñèñòåìû.

Ëåììà 4.1. Åñëè âåêòîð-�óíêöèè y1(x), y2(x), ..., yn(x) ëèíåéíî çà-
âèñèìû, òî èõ âðîíñêèàí (4.16) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ò.å. W (x) ≡ 0.

Ëåììà 4.2. Åñëè âðîíñêèàí (4.16) ñèñòåìû âåêòîð-�óíêöèé y1(x),
y2(x), ..., yn(x) îòëè÷åí îò íóëÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ∈ (x∗, x

∗), òî
ýòè âåêòîð-�óíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà (x∗, x

∗).

Ëåììà 4.3. Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèè y1(x), y2(x), ..., yn(x) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.14). Åñëè èõ âðîíñêèàí (4.16) îáðàùà-

åòñÿ â íóëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ∈ (x∗, x
∗), òî ýòè âåêòîð-�óíêöèè

ëèíåéíî çàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ñèñòåìà èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà èíòåðâàëå

(x∗, x
∗) ðåøåíèé y1(x), y2(x), ..., yn(x) ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (4.14) íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ñèñòåìû

(4.14).

Îïðåäåëåíèå 4.16.Ìàòðèöó Y(x), ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿ, êîòîðûå îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó, íàçûâàþò �óíäàìåí-

òàëüíîé ìàòðèöåé. Åñëè Y(x0) = I (åäèíè÷íîé ìàòðèöå), òî Yx0(x) =
Y(x)Y−1(x0) íàçûâàþò ìàòðèöàíòîì (â òî÷êå x0).

Òåîðåìà 4.2. Åñëè Y(x) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû, òî îíà
óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

Y

′(x) = A(x)Y(x). (4.17)

Ñïðàâåäëèâà è îáðàòíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Åñëè ìàòðèöà Z(x) = {zij} óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íî-

ìó óðàâíåíèþ (4.17) è åå âðîíñêèàí W (x) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè ëþáîì
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x ∈ (x∗, x
∗), òî Z(x) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (4.14).

Òåîðåìà 4.4 (�îðìóëà Ëèóâèëëÿ �Îñòðîãðàäñêîãî).Åñëè y1(x), y2(x),
..., yn(x) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.14), àW (x)
� èõ âðîíñêèàí, òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî:

W (x) =W (x0) exp
[ ∫ x

x0

n∑

k=1

akk(t) dt
]
. (4.18)

Òåîðåìà 4.5 (î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíî-

ðîäíûõ ÎÄÓ). Åñëè y1(x), y2(x), ..., yn(x) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-

ìà ðåøåíèé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.14) íà èíòåðâàëå

(x∗, x
∗), òî âåêòîð-�óíêöèÿ

y(x) =

n∑

k=1

Ck yk(x), Ck = const, (4.19)

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Åñëè îáîçíà÷èòü C = (C1, C2, ..., Cn)⊺, òî îáùåå ðåøåíèå (4.19) ñèñòå-
ìû (4.14) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(x) = Y(x)C . (4.20)

Îïðåäåëåíèå 4.17. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.14) â âèäå

y(x) = YE(x)C = Y(x)Y−1(x0)C (4.21)

íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì â �îðìå Êîøè.

Çàìå÷àíèå. Îáùåå ðåøåíèå â �îðìå Êîøè óäîáíî äëÿ ïðèìåíåíèÿ,

òàê êàê åñëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.14) äîïîëíèòü íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(x0) = y0, òî èç (4.21) ìîæíî ñðàçó íàéòè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå,

ïîñêîëüêó

y(x)
∣∣
x=x0

= y0 = YE(x0)C = I C = C,

îòêóäà C = y0. Åñëè îáùåå ðåøåíèå â �îðìå Êîøè çàïèñàòü êàê

y(x) = Y(x)Y−1(x0)y0, (4.22)

òî èç (4.22) ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ñðàçó íàéòè èëè ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè, èëè îáùåå ðåøåíèå ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ y0.
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�àññìîòðèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ

y′(x) = A(x)y(x) + f (x), y ∈ R
n, x ∈ (x∗, x

∗), (4.23)

ãäå A(x) � êâàäðàòíàÿ n×n-ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé aij(x) íåïðåðûâ-
íû íà (x∗, x

∗). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.6 (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè). Ïóñòü z1(x) � ðåøåíèå ñèñòåìû
äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé y′(x) = A(x)y(x) + f1(x), à z2(x) � ðåøå-
íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé y′(x) = A(x)y(x) + f2(x), òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ
y(x) = z1(x) + z2(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû y′(x) = A(x)y(x) +
f1(x) + f2(x).

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

ðåøåíèé yk(x).

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè y∗(x) � êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû (4.23), à

yo(x) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.14), òî èõ ñóì-

ìà: y(x) = yo(x) + y∗(x) � áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.23).

Òåîðåìà 4.7.Ïóñòü äàíà ñèñòåìà íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ÎÄÓ (4.23),

ãäå ýëåìåíòû aij ìàòðèöû A(x) ñèñòåìû è êîìïîíåíòû fi âåêòîðà f (x)
� íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà èíòåðâàëå (x∗, x

∗). Òîãäà åñëè yo(x) � îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû (4.14), à y∗(x) � êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.23), òî âåêòîð-�óíêöèÿ

y(x) = yo(x) + y∗(x) (4.24)

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû ÎÄÓ (4.23).

4.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

Ïóñòü äàíà íîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè

y′k = ak1 y1 + ak2 y2 + ...+ akn yn, k = 1, 2, ..., n, (4.25)

èëè

y′ = Ay, (4.26)

ãäå y = (y1, y2, ..., yn)
⊺
� âåêòîð íåèçâåñòíûõ �óíêöèé, A = {aij} � ìàò-

ðèöà ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà, ò.å. áó-

äåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â âèäå

yk = vk e
λx

(4.27)

ñ íåîïðåäåëåííûìè ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè v1, v2, ..., vn è λ. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí è âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ó ñèñòåìû

(4.25) ðåøåíèÿ óêàçàííîãî âèäà ïîäñòàâèì â (4.25) âìåñòî yk ïðàâûå ÷à-

ñòè ðàâåíñòâ (4.27). Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáùèõ ìíîæèòåëåé íà eλx ïîëó÷èì
îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

vk, â êîòîðóþ λ âõîäèò êàê ïàðàìåòð:

(a11 − λ) v1 + a12 v2 + ... + a1n vn = 0,
a21 v1 + (a22 − λ) v2 + ... + a2n vn = 0,
... ... ... ... ...

an1 v1 + an2 v2 + ... + (ann − λ) vn = 0,

(4.28)

èëè

(A− λI)v = 0, (4.29)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà, v = (v1, v2, ..., vn)
⊺
. Òàêèì îáðà-

çîì, çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (4.25) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (4.28), ò.å. ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû (îïåðàòîðà) A.

Îïðåäåëåíèå 4.18.Îòëè÷íûé îò íóëåâîãî âåêòîð v ∈ Rn
(v 6= 0) íàçû-

âàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(4.28). ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A.

Çàìå÷àíèå. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ìîæåò áûòü êàê âåùåñòâåííûì:

λ ∈ R, òàê è êîìïëåêñíûì: λ ∈ C.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (4.28) èìåëà ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî v1, v2, ...,
vn, îòëè÷íîå îò íóëåâîãî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü

ñèñòåìû áûë ðàâåí íóëþ, ò.å. ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

∆(λ) =
∣∣A− λI

∣∣ ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 ... a1n
a21 a22 − λ ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.30)

Îïðåäåëåíèå 4.19.Óðàâíåíèå (4.30) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

óðàâíåíèåì ñèñòåìû (4.26).
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Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.30) åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè n, à ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ýòî óðàâíåíèå èìååò ðîâíî n êîð-

íåé. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.30), êàê è â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ìîæíî ñîñòà-

âèòü ïðÿìî ïî ìàòðèöå êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (4.25).

Îïðåäåëåíèå 4.20. Ïóñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λk âñòðå÷àåòñÿ ñðå-

äè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ pk ðàç. ×èñëî pk íàçûâàåòñÿ

(àëãåáðàè÷åñêîé) êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λk.

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ñòðóêòóðû ðåøåíèé ñèñòåìû

(4.25) â çàâèñèìîñòè îò êðàòíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîý�-

�èöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû.

1°. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [18, ñ. 304�305℄), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ðàíã ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (4.28) ðàâåí n− 1, òàê ÷òî åå ðå-

øåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Ïóñòü λ1, λ2, ..., λn � ðàçëè÷íûå êîðíè óðàâíåíèÿ (4.30). Ñèñòåìà

(4.28) ïðè λ = λk (k = 1, 2, ..., n) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, èç êî-
òîðûõ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü îäíî (îáîçíà÷èì åãî vk = (vk1, vk2, ..., vkn)

⊺
)

òàê, ÷òîáû õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà vki (i = 1, 2, ..., n) áûëà îòëè÷íà îò

íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ÷èñëó λk ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû

(4.25) âèäà

yk1 = vk1 e
λkx, yk2 = vk2 e

λkx, ... ykn = vkn e
λkx,

èëè

yk ≡




yk1
yk2
...
ykn


 =




vk1 e
λkx

vk2 e
λkx

...
vkn e

λkx


 .

Èç òåîðåìû 4.7 ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé

ys = C1 v1s eλ1x + C2 v2s eλ2x + ...+ Cn vnseλnx, s = 1, 2, ..., n, (4.31)

èëè

y =

n∑

k=1

Ck yk =

n∑

k=1

Ck vk e
λkx, (4.32)
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ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè C1, C2, ..., Cn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû (4.25).

Ïðèìåð 4.6. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ

y′ = 2 y + z,

z′ = y + 2 z.

◭ Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìàòðèöà A èìååò âèä

A =

[
2 1
1 2

]
,

à óðàâíåíèÿ (4.28) �

(2 − λ) v1 + v2 = 0,
v1 + (2− λ) v2 = 0.

(4.33)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

∆(λ) =
∣∣A− λI

∣∣ ≡
∣∣∣∣
2− λ 1
1 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2 − 1 = λ2 − 4λ+ 3 = 0

èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ: λ1 = 1 è λ2 = 3. Íàéäåì
êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ vk, k = 1, 2.

1°. Ïîäñòàâèì λ1 = 1 âìåñòî λ â óðàâíåíèÿ (4.33):

v11 + v12 = 0,
v11 + v12 = 0.

Òàê êàê ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò, òî ëþáîå èç íèõ ìîæíî îòáðî-

ñèòü, à èç îñòàâøåãîñÿ íàõîäèì, ÷òî v11 = −v12. Âûáèðàÿ v12 ðàâíûì −1,
ïîëó÷èì íåíóëåâîé âåêòîð v1 = (1,−1)⊺.

2

0
. Òåïåðü âìåñòî λ â óðàâíåíèÿ (4.33) ïîäñòàâèì λ2 = 3:

−v21 + v22 = 0,
v21 − v22 = 0.

Âòîðîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäåò ñ ïåðâûì, åñëè îáå ÷àñòè åãî óìíî-

æèòü íà −1. Ïîýòîìó îòáðàñûâàåì ïåðâîå óðàâíåíèå, à èç âòîðîãî íàõî-

äèì, ÷òî v21 = v22. Âûáèðàÿ v22 ðàâíûì 1, ïîëó÷èì íåíóëåâîé âåêòîð

v2 = (1, 1)⊺.
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Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ áóäåò

[
y
z

]
= C1

[
1

−1

]
ex + C2

[
1
1

]
e3x =

[
C1 ex + C2 e3x

−C1 ex + C2 e3x
]
. ◮

Ïðèìåð 4.7. �åøèòü ñèñòåìó ÎÄÓ (îòíîñèòåëüíî x(t), y(t), z(t))

x′ = 3 x − y + z,
y′ = −x + 5 y − z,
z′ = x − y + 3 z.

◭ Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìàòðèöà A èìååò âèä

A =




3 −1 1

−1 5 −1
1 −1 3



 ,

à óðàâíåíèÿ (4.28) �

(3 − λ) v1 − v2 + v3 = 0,
−v1 + (5− λ) v2 − v3 = 0,
v1 − v2 + (3− λ) v3 = 0.

(4.34)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

∆(λ) = |A− λI | ≡

∣∣∣∣∣∣

3− λ −1 1
−1 5− λ −1
1 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (3− λ)2 (5− λ) + 1 + 1− (5 − λ)− 2 (3− λ) =

= (3− λ)2 (5− λ)− 9 + 3λ = (3− λ)2 (5− λ)− 3 (3− λ) =

= (3− λ)
[
(3 − λ)(5− λ)− 3

]
= (3 − λ) (λ2 − 8λ+ 15− 3) =

= (3− λ) (λ − 2)(λ− 6)

èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ: λ1 = 2, λ2 = 3 è λ3 = 6.
Íàéäåì êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ vk, k = 1, 2, 3.

1

0
. Ïîäñòàâèì λ1 = 2 âìåñòî λ, à v1i âìåñòî vi (i = 1, 2, 3) â óðàâíåíèÿ

(4.34):

v11 − v12 + v13 = 0,
−v11 + 3 v12 − v13 = 0,
v11 − v12 + v13 = 0.
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Òàê êàê ïåðâîå è òðåòüå èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñîâïàäàþò, òî ëþ-

áîå èç íèõ ìîæíî îòáðîñèòü, à èç äâóõ îñòàâøèõñÿ íàõîäèì, ÷òî v11 =
−v13, v12 = 0. Âûáèðàÿ v13 ðàâíûì −1, ïîëó÷èì íåíóëåâîé âåêòîð v1 =
(1, 0,−1)⊺.

2

0
. Òåïåðü â óðàâíåíèÿ (4.34) âìåñòî λ ïîäñòàâèì λ2 = 3, à âìåñòî vi

(i = 1, 2, 3) � v2i:

− v22 + v23 = 0,
−v21 + 2 v22 − v23 = 0,
v21 − v22 = 0.

Âòîðîå èç ýòèõ óðàâíåíèé � ñëåäñòâèå ïåðâîãî è òðåòüåãî, à èç ïîñëåäíèõ

ïîëó÷àåì, ÷òî v21 = v22 = v23. Âûáèðàÿ v23 ðàâíûì 1, ïîëó÷èì íåíóëåâîé

âåêòîð v2 = (1, 1, 1)⊺.
3

0
. È, íàêîíåö, âìåñòî λ è vi (i = 1, 2, 3) â óðàâíåíèÿ (4.34) ïîäñòàâèì

ñîîòâåòñòâåííî λ3 = 6 è v3i:

−3 v31 − v32 + v33 = 0,
−v31 − v32 − v33 = 0,
v31 − v32 − 3 v33 = 0.

Âòîðîå èç ýòèõ óðàâíåíèé � ñëåäñòâèå ïåðâîãî è òðåòüåãî, à èç ïîñëåäíèõ

ïîëó÷àåì, ÷òî v31 = v33 = −v32/2. Âûáèðàÿ v32 ðàâíûì −2, ïîëó÷èì
íåíóëåâîé âåêòîð v3 = (1,−2, 1)⊺.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ áóäåò



x
y
z


 = C1




1
0
−1


 e2t + C2



1
1
1


 e3t + C3




1
−2
1


 e6t =

=




C1 e2t + C2 e3t + C3 e6t
C2 e3t − 2 C3 e6t

−C1 e2t + C2 e3t + C3 e6t


 ◮

2°. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå âõîäÿò ñîïðÿæåííûìè ïàðàìè.

Óêàæåì âèä âåùåñòâåííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïà-

ðå êîðíåé α ± i β (áóäåì ñ÷èòàòü åãî ïåðâûì). Êîðíþ α + i β îòâå÷àåò

êîìïëåêñíîå ðåøåíèå âèäà

y1ℓ =
(
v
[1]
1ℓ + v

[2]
1ℓ i

)
e(α+iβ)x, ℓ = 1, 2, ..., n. (4.35)
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Îòäåëÿÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷èì äâà âåùåñòâåííûõ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ:

y1ℓ = eαx
(
v
[1]
1ℓ cosβx− v

[2]
1ℓ sinβx

)
,

y2ℓ = eαx
(
v
[1]
1ℓ sinβx+ v

[2]
1ℓ cosβx

)
,

ℓ = 1, 2, ..., n. (4.36)

Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíþ α − iβ, áóäóò ëè-

íåéíî çàâèñèìû ñ ðåøåíèÿìè (4.36). Òàêèì îáðàçîì, ïàðå ñîïðÿæåííûõ

êîìïëåêñíûõ êîðíåé α ± i β ñîîòâåòñòâóþò äâà âåùåñòâåííûõ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ âèäà (4.36).

Ïîñòðîèâ âåùåñòâåííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùèå âñåì âåùåñòâåííûì êîðíÿì è êàæäîé ïàðå ñîïðÿæåííûõ

êîìïëåêñíûõ êîðíåé, ïîëó÷èì �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè êîý�-

�èöèåíòàìè äàñò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.26).

Ïðèìåð 4.8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

y′ = 5 y + 10 z,

z′ = −2 y − 3 z.

◭ Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìàòðèöà A èìååò âèä

A =

[
5 10

−2 −3

]
,

à óðàâíåíèÿ (4.28) �

(5− λ) v1 + 10 v2 = 0,
−2 v1 + (−3− λ) v2 = 0.

(4.37)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

∆(λ) =
∣∣A− λI

∣∣ ≡
∣∣∣∣
5− λ 10
−2 −3− λ

∣∣∣∣ =

= (5− λ)(−3 − λ) + 20 = λ2 − 2λ+ 5 = 0

èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ λ1,2 = 1 ± 2 i. Íàéäåì êîìïî-

íåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ vk, k = 1, 2.

1°. Ïîäñòàâèì λ1 = 1 + 2 i âìåñòî λ â óðàâíåíèÿ (4.37):

(4− 2 i) v11 + 10 v12 = 0,
−2 v11 + (−4− 2 i) v12 = 0,
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èëè

(2− i) v11 + 5 v12 = 0,
v11 + (2 + i) v12 = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ëèíåéíî çàâèñèìû: ïåðâîå óðàâ-

íåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç âòîðîãî óìíîæåíèåì íà (2 − i). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü âòîðûì óðàâíåíèåì, íàéäåì v11 = −(2+ i) v12. Âûáèðàÿ v12 ðàâíûì
−1, ïîëó÷èì íåíóëåâîé âåêòîð v1 = (2 + i,−1)⊺.

2

0
. Òåïåðü âìåñòî λ â óðàâíåíèÿ (4.33) ïîäñòàâèì λ2 = 1− 2 i:

(4 + 2 i) v21 + 10 v22 = 0,
−2 v21 + (−4 + 2 i) v22 = 0,

èëè

(2 + i) v21 + 5 v22 = 0,
v21 + (2− i) v22 = 0.

Äàëåå, ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç âòîðîãî óìíîæåíèåì íà (2+
i). Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì óðàâíåíèåì, íàéäåì v21 = −(2−i) v22.
Âûáèðàÿ v22 ðàâíûì −1, ïîëó÷èì íåíóëåâîé âåêòîð v2 = (2 − i,−1)⊺.

×àñòíîå ðåøåíèå çàäàííîé ñèñòåìû ÎÄÓ îáðàçóþò êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå �óíêöèè

ỹ = (2 + i) e(1+2i)x, z̃ = −e(1+2i)x,

äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè êîòîðûõ äàäóò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-

ìó ðåøåíèé:

[
y1
z1

]
= ex

[
2 cos 2 x− sin 2 x

− cos 2 x

]
,

[
y2
z2

]
= ex

[
cos 2 x+ 2 sin 2 x

− sin 2 x

]
.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ áóäåò

[
y
z

]
= ex

{
C1

[
2 cos 2 x− sin 2 x

− cos 2 x

]
+ C2

[
cos 2 x+ 2 sin 2 x

− sin 2 x

]}
=

= ex
[
(2 C1 + C2) cos 2 x+ (−C1 + 2 C2) sin 2 x

−C1 cos 2 x− C2 sin 2 x

]
. ◮
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3°. Ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèñóòñòâóþò êðàòíûå äåéñòâèòåëü-

íûå è/èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ èìåþòñÿ êðàòíûå. Ïðè ýòîì äëÿ îäíîêðàòíûõ êîðíåé ïðîöåäóðà

îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Ïóñòü íåêîòîðûé êîðåíü λ0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò

êðàòíîñòü s > 1: λi1 = λi2 = ... = λis = λ0. Òîãäà ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå

yi = (qi0 + qi1 x+ ...+ qi,s−1 x
s−1) eλ0x, i = 1, 2, ..., n, (4.38)

ãäå qij � íåîïðåäåëåííûå êîý��èöèåíòû. ×òîáû èõ íàéòè, íåîáõîäèìî

âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ: 1) ïîäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ yi â èñ-
õîäíûå óðàâíåíèÿ; 4) ñîêðàòèòü îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøèõñÿ ðàâåíñòâ íà eλ0x

;

5) ïðèâåñòè ïîäîáíûå; 6) ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ. �åçóëüòàò ýòèõ âûêëàäîê
� îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíî-

ñèòåëüíî qij , èìåþùàÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïîñëå ðåøåíèÿ

ýòîé ñèñòåìû ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå íåîáõîäèìî îáîçíà÷èòü êàê ïðîèç-

âîëüíûå ïîñòîÿííûå Cr, r = 1, 2, ..., s.
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå ýòè ïîëèíîìû âûðîæäàþòñÿ â ïîñòîÿííûå

÷èñëà, òàê ÷òî ðåøåíèå (4.38) ïðèìåò âèä

yi = γi e
λ0x, i = 1, 2, ..., n, (4.39)

ãäå s èç êîý��èöèåíòîâ γ1, γ2, ..., γn ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, à îñòàëü-

íûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ. Ïîëàãàÿ â ðåøåíèè (4.39) îäèí èç ïðîèçâîëü-

íûõ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ ðàâíûì åäèíèöå, à îñòàëüíûå � ðàâíûìè

íóëþ, ïîñòðîèì s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.
Åñëè λ0 � äåéñòâèòåëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, òî ïîñòðîåííûå

÷àñòíûå ðåøåíèÿ áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè.

Åñëè æå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (4.30) èìååò êîìïëåêñíûé êî-

ðåíü α + β i êðàòíîñòè s, òî îíî èìååò ñîïðÿæåííûé êîðåíü α − β i òîé
æå êðàòíîñòè.

Ïîñòðîèâ s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó α + β i, è îòäåëèâ â íèõ

äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷èì 2 s äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïàðå ñîïðÿæåííûõ êîì-

ïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë α±β i êðàòíîñòè s ñîîòâåòñòâóåò 2 s
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Â îáùåì ñëó÷àå êàæäîìó ïðîñòîìó äåéñòâèòåëüíîìó õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå, êàæäîé ïàðå ïðîñòûõ
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ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë � äâà äåéñòâèòåëü-

íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ, äåéñòâèòåëüíîìó õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîìó ÷èñëó êðàòíîñòè s � s äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
÷àñòíûõ ðåøåíèé, à êàæäîé ïàðå ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ ÷èñåë êðàòíîñòè s � 2 s äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
÷àñòíûõ ðåøåíèé. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ n äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó

ðåøåíèé, ïîçâîëÿþùóþ ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå èçëîæåííûì âûøå ñïî-

ñîáîì.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-

�èöèåíòàìè âñåãäà èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.

Ïðèìåð 4.9. �åøèòü ñèñòåìó ÎÄÓ (îòíîñèòåëüíî x(t), y(t), z(t))

x′ = −x + y + z,
y′ = x − y + z,
z′ = x + y − z.

(4.40)

◭ Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìàòðèöà A èìååò âèä

A =



−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1


 ,

à óðàâíåíèÿ (4.28) �

(−1− λ) v1 + v2 + v3 = 0,
v1 + (−1− λ) v2 + v3 = 0,
v1 + v2 + (−1− λ) v3 = 0.

(4.41)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

∆(λ) = |A− λI | ≡

∣∣∣∣∣∣

−1− λ 1 1
1 −1− λ 1
1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (−1− λ)3 + 1 + 1− (−1− λ)− 2 (−1− λ) =

= −(1 + λ)3 + 2 + 3 (1 + λ) = 4− 3λ2 − λ3 = 0,

èëè

λ3 + 3λ2 − 4 = 0,
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4.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

èìååò ñëåäóþùèå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè: λ1 = 1, λ2,3 = −2. Íàéäåì êîì-

ïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ vk, k = 1, 2.

1

0
. Ïîäñòàâèì λ1 = 1 âìåñòî λ, à v1i âìåñòî vi (i = 1, 2, 3) â óðàâíåíèÿ

(4.41):

−2 v11 + v12 + v13 = 0,
v11 − 2 v12 + v13 = 0,
v11 + v12 − 2 v13 = 0.

Òàê êàê ñóììà âñåõ òðåõ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé � òîæäåñòâî 0 = 0, òî

ëþáîå èç íèõ (íàïðèìåð, ïåðâîå) ìîæíî îòáðîñèòü, à èç äâóõ îñòàâøèõñÿ

íàõîäèì, ÷òî v11 = v12 = v13. Âûáèðàÿ v13 ðàâíûì 1, ïîëó÷èì íåíóëåâîé

âåêòîð v1 = (1, 1, 1)⊺.
2

0
. Íàéäåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

äâóêðàòíîìó êîðíþ λ2,3 = −2. Îáîçíà÷èì

x2(t) = (A1 t+A2) e
−2t,

y2(t) = (B1 t+B2) e
−2t, (4.42)

z2(t) = (C1 t+ C2) e
−2t.

Ïîäñòàâëÿÿ (4.42) â (4.40) è äåëÿ íà e−2t
îáå ÷àñòè êàæäîãî óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷èì, ÷òî:

(A1 − 2A1 t− 2A2) = −(A1 t+A2) + (B1 t+B2) + (C1 t+ C2),
(B1 − 2B1 t− 2B2) = (A1 t+A2) − (B1 t+B2) + (C1 t+ C2),
(C1 − 2C1 t− 2C2) = (A1 t+A2) + (B1 t+B2) − (C1 t+ C2).

Åñëè òåïåðü ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (t1 è

t0) â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îä-

íîðîäíóþ ÑËÀÓ:

A1 − 2A2 = −A2 +B2 + C2, −2A1 = −A1 +B1 + C1,

B1 − 2B2 = A2 −B2 + C2, −2B1 = A1 −B1 + C1,

C1 − 2C2 = A2 + B2 − C2, −2C1 = A1 +B1 − C1,

Èç òðåõ óðàâíåíèé ëåâîãî ñòîëáöà ñëåäóåò, ÷òî A1 = B1 = C1, ÷òî ïîñëå

ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ ïðàâîãî ñòîëáöà äàåò A1 = B1 = C1 = 0. Ïîñëå
ýòîãî èç òðåõ óðàâíåíèé ëåâîãî ñòîëáöà óñìàòðèâàåì, ÷òî C2 = −(A2 +
B2), ãäå A2 è B2 � ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Îòñþäà, ïåðåîáîçíà÷àÿ, áóäåì

èìåòü A2 = C2, B2 = C3, C2 = −(C2 + C3).
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Êîðíþ λ2,3 = −2 ñîîòâåòñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ

ðåøåíèÿ:

x21(t) = e−2t, x22(t) = 0,

y21(t) = 0, y22(t) = e−2t,

z21(t) = −e−2t, z22(t) = −e−2t.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ áóäåò èìåòü âèä




x
y
z



 = C1




1
1
1



 et +




C2
C3

−(C2 + C3)



 e−2t =




C1 et + C2 e−2t

C1 et + C3 e−2t

C1 et − (C2 + C3) e−2t


 . ◮

4.4. Óïðàæíåíèÿ

Àóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. �åøèòü ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ:

01.

{

ẋ= 2x+ y,
ẏ = 3 x+ 4 y.

02.

{

ẋ= x− y,
ẏ = y − 4x.

03.

{

ẋ+ x− 8 y = 0,
ẏ − x− y = 0.

04.

{

ẋ= x+ y,
ẏ = 3 y − 2 x.

05.

{

ẋ= x− 2 y + et,
ẏ = x+ 4 y + e2t.

06.

{

ẋ= −2x− y,
ẏ =−4x− 5 y.

07.







ẋ= y + z + 10 cos t,
ẏ = x+ z + 2 et,
ż = x+ y − 10 sin t.

08.







ẋ= −y − z,
ẏ =−x− z,
ż =−x− y.

2°. �åøèòü îäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà:

01.

{

ẋ= 3x− y,
ẏ = 4x− y.

02.

{

ẋ= 2 y − 3 y,
ẏ = y − 2x.

03.

{

ẋ− 5x− 3 y = 0,
ẏ + 3x+ y = 0.

04.

{

ẋ=−x− 2 y,
ẏ = 3x+ 4 y.

05.

{

ẋ= x+ y,
ẏ =−2x+ 3 y.

06.

{

ẋ= 2x− y,
ẏ = 4 x+ 6 y.

07.

{

ẋ= 2x− 5 y,
ẏ = 3x− 6 y.

08.

{

ẋ= x− 4 y,
ẏ = x− 3 y.
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09.







ẋ= x − y + z,
ẏ = x + y − z,
ż = 2x− y.

10.







ẋ= x − 2 y − z,
ẏ =−x+ y + z,
ż = x − z.

11.







ẋ = x− y − z,
ẏ = x+ y,
ż = 3x + z.

12.







ẋ= 2x + , y,
ẏ = x + 3 y − z,
ż =−x+ 2 y + 3 z.

13.







ẋ= 4x− y − z,
ẏ = x + 2 y − z,
ż = x − y + 2 z.

14.







ẋ= 2x− y − z,
ẏ = 3x− 2 y − 3 z,
ż = −x+ y + 2 z.

15.







ẋ= 2 x− y − z,
ẏ = 2x− y − 2 z,
ż =−x+ y + 2 z.

3°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà:

01.

{

ẋ= 3x+ 2 y + 2 et,
ẏ = x + 2 y.

02.

{

ẋ= −x + 2 y + 1,
ẏ =−2x+ 3 y.

03.

{

ẋ= 5x− 3 y + 2 e3t,
ẏ = x + y + 5 e−t.

04.

{

ẋ= 2x + y + et,
ẏ =−2x + 2 t.

4°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:

01.

{

ẋ = y + tg2 t− 1,
ẏ = −x+ tg x.

02.

{

ẋ= −x + 2 y,

ẏ =−3x+ 4 y + e3t

e2t+1
.

Âíåàóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. �åøèòü îäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ:

01.

{

ẋ= x − 3 y,
ẏ = 3x+ y.

02.

{

ẋ= 2x+ y,
ẏ = 4 y − x.

03.

{

ẋ+ x+ 5 y = 0,
ẏ − x− y = 0.

04.

{

ẋ− 5x− 3 y = 0,
ẏ + 3x+ x = 0.

2°. �åøèòü îäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà:

01.

{

ẋ= x − y,
ẏ =−4x+ 4 y.

02.

{

ẋ= 2x + y,
ẏ =−6x− 3 y.

03.

{

ẋ= 2x− 3 y,
ẏ = 3x+ 2 y.

04.

{

ẋ= x − 2 y,
ẏ = 6x− 5 y.

05.







ẋ= 2 x− y + z,
ẏ = x + 2 y − z,
ż = x − y + 3 z.

06.







ẋ= 3x− y + z,
ẏ = x + y + z,
ż = 4x− y + 4 z.
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07.







ẋ= 2x − y + 2 z,
ẏ = x + 2 z,
ż =−2x+ y − z.

08.







ẋ= 3x− 2 y − z,
ẏ = 3x− 4 y − 3 z,
ż = 2x− 4 y.

09.







ẋ= 4 x− y,
ẏ = 3 x+ y − z,
ż = x + z.

3°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà:

01.

{

ẋ= x+ 2 y,
ẏ = x− 5 sin t.

02.

{

ẋ= x + 2 y + 16 t et,
ẏ = 2x− 2 y.

4°. �åøèòü íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:

01.

{

ẋ= 3x− 2 y,

ẏ = 2x− y + 15 et
√
t.

02.

{

ẋ=−4x− 2 y + 2
et−1

,

ẏ = 6x + 3 y − 3
et−1

.
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5. �ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

5.1. Îáùèå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.1. �àçíîñòíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü,

ñâÿçûâàþùàÿ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ è íåèçâåñòíîé �óíêöèè, çàäàííûå íà

öåëî÷èñëåííîé ñåòêå.

Òàêèå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ïîïûòêàõ ïðèáëèæåííî

ðåøèòü ÎÄÓ y′ = f(x, y), àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êîòîðîãî íåäîñòóïíî.

Èçâåñòíî, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé

y′(x) = lim
h→0

y(x+ h)− y(x)

h
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

y′(x) ≈ y(x+ h)− y(x)

h
,

ïðè÷åì îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ áóäåò ìàëà ïðè ìàëûõ h. Ïîýòîìó äè��å-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = f(x, y) ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü óðàâ-

íåíèåì

y(x+ h) = y(x) + h f
(
x, y(x)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âìåñòî ïðîèçâîäíîé èñïîëüçîâàíî îòíîøåíèå ðàç-

íîñòè çíà÷åíèé �óíêöèè è ðàçíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Îòñþäà è ïðî-

èçîøëî íàçâàíèå "ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ".

Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè x è h ïîêà òðàêòóþòñÿ êàê ïðîèçâîëüíûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè òî÷íåå, òî äèàïàçîí èçìåíåíèÿ x ñâÿçàí ñ

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f , íî âñåãäà ýòî íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê

÷èñëîâîé îñè.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ �èêñèðóþò

íåêîòîðîå çíà÷åíèå h è ðàññìàòðèâàþò ëèøü äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ àðãó-

ìåíòà xk = x0 + k h, ãäå x0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x, à k = 0, 1,

2, ... Òåì ñàìûì íà ÷èñëîâîé îñè âûäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê,

íàçûâàåìàÿ ñåòêîé. Òî÷êè xk = x0 + k h íàçûâàþòñÿ óçëàìè, à ÷èñëî h �
øàãîì ýòîé ñåòêè.
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�àññìîòðèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå óç-

ëîâ ñåòêè �óíêöèè y:

y(k + 1) = y(k) + h f
(
xk, y(k)

)
= F

(
k, y(k)

)
, k = 0, 1, 2, ...

Ýòî ïðèìåð ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèáëèæåííûé ìå-

òîä ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè òàêîãî ðàçíîñò-

íîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà.

Åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y(x0) = y(0), òî èç ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ

y(1), y(2), y(3), y(4), ...,

ïðèáëèæåííî ðàâíûå çíà÷åíèÿì

y(x0 + h), y(x0 + 2 h), y(x0 + 3 h), y(x0 + 4 h), ...

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â óçëàõ ñåòêè.

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ çàìåíÿåòñÿ íå-

ïðåðûâíîé ëîìàíîé ñ óçëàìè â òî÷êàõ

(
x0 + k h, y(k)

)
. Íàïðàâëåíèå êàæ-

äîãî çâåíà óêàçûâàåò çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ â ëåâîé êðàéíåé òî÷êå çâåíà. Ïðè ýòîì òîëüêî íà÷àëüíîå çâåíî

êàñàåòñÿ èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé, îñòàëüíûå çâåíüÿ êàñàþòñÿ óæå

äðóãèõ, õîòÿ è áëèçêèõ, èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Ïîýòîìó íåèçáåæíà ïî-

ãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ñ ïîìîùüþ ëîìàíîé Ýé-

ëåðà (ðèñ. 5.1). Â ñëó÷àå, åñëè èíòåãðàëüíûå êðèâûå äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ïðÿìûõ, ýòà ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûñòðî óâåëè-

÷èâàòüñÿ ñ êàæäûì íîâûì øàãîì.

Ñòîèò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ìåòîä Ýéëåðà � ïðîñòåéøèé ïðèáëèæåí-

íûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôàê-

òè÷åñêè çäåñü �óíêöèÿ f(x, y) çàìåíÿåòñÿ íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ �óíê-

öèþ, íî ìîæíî ïðèáëèæàòü è êóñî÷íî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè. Íåóäèâè-

òåëüíî, ÷òî ñåãîäíÿ èçâåñòíû ìíîãèå áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ, îáëàäàþùèå áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ÷åì ìåòîä

Ýéëåðà.

Ìíîãèå ïðîöåññû èçìåíÿþò ñâîå ñîñòîÿíèå íå íåïðåðûâíî, à äèñêðåò-

íî. Íàïðèìåð, î�èöèàëüíûé êóðñ äîëëàðà óñòàíàâëèâàåòñÿ îäèí ðàç â

äåíü, ñòîèìîñòü ìíîãèõ öåííûõ áóìàã, âåëè÷èíà áàíêîâñêèõ âêëàäîâ ðàñ-

ñ÷èòûâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîãî äíÿ. Çàðïëàòà è ïðîöåíòû ïî âêëà-

äàì âûïëà÷èâàþòñÿ îäèí ðàç â ìåñÿö, ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î ñîñòî-

ÿíèè ïðåäïðèÿòèÿ, îòðàñëè, ãîñóäàðñòâà ïîäãîòàâëèâàþòñÿ åæåìåñÿ÷íî,
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5.1. Îáùèå ïîíÿòèÿ

x

y
y

y

y

y

(1)
(2)

(3)

(4)

x0

y0

�èñ. 5.1

åæåêâàðòàëüíî, åæåãîäíî (ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íå

ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûì).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî P � ýòî íåêîòîðîå ìíîæå-

ñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîãî

ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 5.3. �àñøèðåííîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî N× P ñîñòîèò

èç ïàð (t, x), t ∈ N, x ∈ P, êîòîðûìè èçîáðàæàþòñÿ âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ

ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F : N×P
n 7−→ P,

(
t, x1, x2, ..., xn

)
7−→ F

(
t, x1, x2, ..., xn

)

àêòèâíî çàâèñèò îò x1, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ýòîãî àðãóìåíòà
x′1, x

′′
2 (x

′
1 6= x′′2) è íàáîð çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ t, x2, ..., xn, ïðè

êîòîðûõ F
(
t, x′1, x2, ..., xn

)
6= F

(
t, x′′1 , x2, ..., xn

)
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû îòîáðàæåíèå F áûëî äè��åðåíöèðóåìûì, òî

ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî F ′
x1

6= 0, íî â îáùåì ñëó÷àå òàê ïîñòóïèòü

íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî P ìîæåò äàæå íå áûòü ÷àñòüþ Rn
, à ïîýòîìó

íåëüçÿ ãîâîðèòü î ïðîèçâîäíûõ.

Îïðåäåëåíèå 5.5. �àçíîñòíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèå âèäà

x(t+ n) = F
(
t, x(t), x(t + 1), ..., x(t+ n− 1)

)
,
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ãäå îòîáðàæåíèå F : N× Pn 7−→ P àêòèâíî çàâèñèò îò x1.

Åñëè áû �óíêöèÿ F íå çàâèñåëà îò x1 (çàâèñåëà �èêòèâíî), òî áûëî
áû òðóäíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, óðàâ-

íåíèå x(t+4) = x(t+2) ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì íå ñëåäóåò ñ÷èòàòü óðàâíåíè-

åì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïîñëå çàìåíû âðåìåíè τ = t+ 2 òàêîå óðàâíåíèå
ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå x(τ + 2) = x(τ) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, àêòèâíî çàâèñÿ-

ùåé îò x1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â óêàçàííîì

ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå 5.6. �åøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ âñÿ-

êàÿ �óíêöèÿ ϕ : N −→ P, äëÿ êîòîðîé ϕ(t+n) = F
(
t, ϕ(t), ϕ(t+1), ..., ϕ(t+

n− 1)
)
ïðè âñåõ t ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 5.7. x0 ∈ P � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ, åñëè ϕ(t) ≡ x0 � îäíî èç åãî ðåøåíèé.

Òåîðåìà 5.1 (î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è çàâèñèìîñòè îò íà-

÷àëüíûõ äàííûõ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé (u1, u2, ..., un) ∈ Pn
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå ϕ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

ϕ(1) = u1, ϕ(2) = u2, ..., ϕ(n) = un. Åñëè P ⊆ Rn
è îòîáðàæåíèå F ïðè-

íàäëåæèò êëàññó Ck
, k > 0, òî ðåøåíèå ϕ = ϕ(t, u1, ..., un) ïðè âñåõ t ∈ N

ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì êëàññà Ck
ïî ïåðåìåííûì (u1, ..., un).

5.2. Ïðèìåðû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

1°. Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Ïóñòü x(t) � ýëåìåíò àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ íîìåðîì t, d �

ðàçíîñòü ïðîãðåññèè. Òîãäà x(t + 1) = x(t) + d � ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå èìåþùåå ïðè d 6= 0 ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

2°. �åîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìå-

íàòåëåì q:

x(t+ 1) = q x(t),

ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×èñëî x0 � ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. x0 = q x0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x0 = 0 èëè q = 1 (ïðè q = 1 ëþáàÿ òî÷êà x0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ).

3°. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÷èñëîâîãî ðÿäà
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t) ñóììó

x(t) =

t∑

n=1

an

ïåðâûõ t ÷ëåíîâ ðÿäà

a1 + a2 + a3 + ...+ an + ...

Òîãäà x(t+ 1) = x(t) + an+1.

Íàïðèìåð, ñóììà êâàäðàòîâ ïåðâûõ t íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 12+22+32+
+ ...+t2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ x(t+1) = x(t)+(t+1)2

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(1) = 12 = 1.

4°. �îñò ïðîöåíòíîãî âêëàäà

Ïóñòü (t) � âåëè÷èíà âêëàäà ïîñëå t ìåñÿöåâ. Òîãäà

x(t + 1) =
(
1 +

R

100

)
x(t),

ãäå R � ìåñÿ÷íàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

5°. �îñò ïðîöåíòíîãî âêëàäà ñ ðåãóëÿðíûìè âçíîñàìè

x(t+ 1) =
(
1 +

R

100

)
x(t) + P,

ãäå P � âåëè÷èíà åæåìåñÿ÷íîãî âçíîñà.

6°. Âåëè÷èíà äîëãà ïî çàéìó ñ ðåãóëÿðíûìè âûïëàòàìè

x(t+ 1) =
(
1 +

R

100

)
x(t)− P,

ãäå P � ðàçìåð âûïëàò.

7°. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Â ñòàðèííîé çàäà÷å Ôèáîíà÷÷è

1

òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëî ïàð êðî-

ëèêîâ, îáðàçîâàâøèõñÿ îò îäíîé ïàðû â òå÷åíèè ãîäà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

êàæäàÿ çðåëàÿ ïàðà êðîëèêîâ åæåìåñÿ÷íî ïðèíîñèò íîâóþ ïàðó, ïðè÷åì

íîâîðîæäåííûå ñòàíîâÿòñÿ çðåëûìè ÷åðåç îäèí ìåñÿö.

1

Ôèáîíà÷÷è, èëè Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê, îïóáëèêîâàâøèé

ýòó çàäà÷ó â ñâîåé êíèãå, íàïèñàííîé â 1202 ã.
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Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

x(t+ 2) = x(t+ 1) + x(t), x(1) = 1, x(2) = 1.

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ � êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ â íåêîòîðûé ìåñÿö, à â

ïðàâîé ÷àñòè � êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ â ïðåäûäóùèå äâà ìåñÿöà. Çà ìå-

ñÿö êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ íå óäâàèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïîòîìñòâî ïðèíîñÿò

òîëüêî çðåëûå êðîëèêè.

8°. Ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü ðûíêà

�àññìîòðèì ìîäåëü ïðîöåññà ðûíî÷íîãî ðåãóëèðîâàíèÿ öåíû íà ðûí-

êå îäíîãî òîâàðà.

Ïóñòü P (t), D(t), S(t) îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî öåíó òîâàðà, âåëè÷è-
íó ñïðîñà íà òîâàð, âåëè÷èíó ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà â ïåðèîä t.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) �óíêöèÿ ñïðîñà ëèíåéíî çàâèñèò îò òåêóùåé öåíû òîâàðà: D(t) =
α+AP (t), ãäå α, A < 0 � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû;

2) �óíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò öåíû òîâàðà çà ïðåäû-

äóùèé ïåðèîä: S(t) = β+B P (t−1), ãäå β, B > 0 � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû

(ïðåäëîæåíèå ñåãîäíÿ ñêëàäûâàåòñÿ íà îñíîâå â÷åðàøíèõ öåí);

3) öåíà êàæäîãî ïåðèîäà óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê, ÷òîáû óðàâíÿòü ñïðîñ

è ïðåäëîæåíèå: D(t) = S(t);
4) èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ öåíà P (0).
Îòñþäà

α+AP (t) = β +B P (t− 1), èëè P (t) =
B

A
P (t− 1) +

β − α

A
.

Ïîëó÷èëîñü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî

ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.

�àññìîòðèì ãðà�è÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîöåññà ðûíî÷íîãî ðåãó-

ëèðîâàíèÿ öåíû. Äëÿ ýòîãî èçîáðàçèì ñíà÷àëà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò (P,Q) ãðà�èêè ëèíåéíûõ �óíêöèé D = α+ AP è S = β + B P .
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ íà ðûí-

êå � ðàâíîâåñíîé öåíå P
ðàâí

.

Çàòåì ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé îñè P òî÷êó ñ íà÷àëüíîé öåíîé

P (0). Îðèåíòèðóÿñü íà ýòó öåíó ïîñòàâùèêè ïðåäëîæàò òîâàð â êîëè÷å-

ñòâå, ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé P = P (0)
ñ ãðà�èêîì �óíêöèè S. Ïî óñëîâèþ âåëè÷èíà ñïðîñà óñòàíîâèòñÿ íà òîì

æå óðîâíå çà ñ÷åò âûáîðà ïîäõîäÿùåé öåíû P (1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷-
êà îñè P åñòü ïðîåêöèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè D ñ ãîðè-

çîíòàëüíîé ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç ïîñòðîåííóþ ïåðåä ýòèì òî÷êó

ãðà�èêà �óíêöèè S.
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Äàëåå ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ ïî òåì æå ïðàâèëàì äëÿ íîâîé öåíû òî-

âàðà. Ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ÷åðåäîâàíèå âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîí-

òàëüíûõ îòðåçêîâ äåéñòâèòåëüíî íàïîìèíàåò ïàóòèíó.

Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

ïðèâîäèòñÿ äàëåå, íî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî,

÷òî åñëè |B/A| < 1, òî ïàóòèíà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 5.2), ò.å.

lim
t→+∞

P (t) = P
ðàâí

.

P

Q

S(P)

D(P)

PравнP(0)

�èñ. 5.2

Åñëè æå |B/A| > 1, òî ïàóòèíà ðàñõîäèòñÿ (ðèñ. 5.3). Êîëåáàíèÿ öåíû
óâåëè÷èâàþòñÿ ñ êàæäûì íîâûì ïåðèîäîì.

Â ñëó÷àå |B/A| = 1 öåíà ìåíÿåòñÿ öèêëè÷åñêè (ïîâòîðÿåòñÿ ÷åðåç

êàæäûå äâà ïåðèîäà).

9°. Ìîäåëü äåëîâîãî öèêëà (Ñàìóýëüñîíà �Õèêñà)

Ýòà ìîäåëü îïèñàíèÿ âîëíîîáðàçíîãî õàðàêòåðà ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè

(÷åðåäîâàíèÿ ïîäúåìîâ è ñïàäîâ êîíúþíêòóðû) ïðåäëîæåíà èçâåñòíûìè

ýêîíîìèñòàìè Ñàìóýëüñîíîì è Õèêñîì. Èõ ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) âåëè÷èíà ïîòðåáëåíèÿ â ëþáîé ïåðèîä âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

�óíêöèåé íàöèîíàëüíîãî äîõîäà çà ïðåäûäóùèé ïåðèîä: C(t) = a Y (t −
1) + b, ãäå 0 < a < 1, b > 0 (÷èñëî a èíîãäà íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì

ñêëîííîñòè ê ïîòðåáëåíèþ);
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P

Q S(P)D(P)

PравнP(0)

�èñ. 5.3

2) òåêóùèé îáúåì èíâåñòèöèé ïðîïîðöèîíàëåí ñ íåêîòîðûì êîý�-

�èöèåíòîì ïðèðàùåíèþ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà çà ïðåäûäóùèé ïåðèîä:

I(t) = ν
(
Y (t− 1)− Y (t− 2)

)
, ν � êîý��èöèåíò àêñåëåðàöèè (âîçìîæíûå

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ èíâåñòèöèé ñëåäóåò èñòîëêîâûâàòü êàê îòêàç â

òåêóùåì ïåðèîäå îò àìîðòèçàöèè êàïèòàëà íà òàêóþ ñóììó);

3) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ: Y (t) = C(t) + I(t).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Y (t) = a Y (t− 1) + b+ ν
(
Y (t− 1)− Y (t− 2)

)
=

= (a+ ν)Y (t− 1)− ν Y (t− 2) + b,

èëè, ïîñëå èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè ìîìåíòîâ âðåìåíè íàõîäèì, ÷òî èçìå-

íåíèå íàöèîíàëüíîãî äîõîäà Y (t) îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì

ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà-

ìè ñëåäóþùåãî âèäà:

Y (t+ 2) = (a+ ν)Y (t+ 1)− ν Y (t) + b.

5.3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ëèíåéíûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïåðåìåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

x(t+ n) + a1(t)x(t+ n− 1) + ...+ an(t)x(t) = f(t),
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ãäå an(t) 6= 0, t ∈ N, x ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 5.9. Åñëè êîý��èöèåíòû a1, a2, ..., an íå çàâèñÿò îò t,
òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè.

Òåîðåìà 5.2 (î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ). Åñëè f(t) = 0, òî:

1) ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíî-

ñòè n;

2) ðåøåíèÿ ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕk(t), ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå íàáîðû

äàííûõ (u1, u2, ...un)i =
(
ϕi(1), ϕi(2), ..., ϕi(n)

)
∈ Rn

;

3) ðåøåíèÿ ëèíåéíî çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî íàáîðà äàííûõ.

Òåîðåìà 5.3 (î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî íåîäíîðîä-

íîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ). Ïóñòü x
÷àñòí

(t) � íåêîòîðîå ðåøåíèå íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x(t+ n) + a1(t)x(t+ n− 1) + ...+ an(t)x(t) = f(t),

à ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕk(t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé èç ïðåäû-

äóùåé òåîðåìû. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ϕ(t) åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ϕ(t) = C1 ϕ1(t) + C2 ϕ2(t) + ...+ Cn ϕn(t) + x
÷àñòí

(t),

ãäå C1, C2, ..., Cn � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå èç íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé. È, íàîáîðîò, âñÿêàÿ �óíêöèÿ òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 5.4 (î ïîñòðîåíèè �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé îäíî-

ðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïî êîð-

íÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Ïóñòü

λn + a1 λ
n−1 + ...+ an−1 λ+ an = 0

� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

x(t+ n) + a1(t)x(t + n− 1) + ...+ an(t)x(t) = 0.
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Òîãäà, åñëè êàæäîìó âåùåñòâåííîìó êîðíþ λ êðàòíîñòè k ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå �óíêöèè

λt, t λt, ..., tk−1 λt,

à êàæäîé ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé λ = r (cosω ± i sinω)
êðàòíîñòè k ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå �óíêöèè

rt cosωt, t rt cosωt, ..., tk−1 rt cosωt,

rt sinωt, t rt sinωt, ..., tk−1 rt sinωt,

òî îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ �óíêöèé áóäåò îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ

ñèñòåì ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 5.1. �åøèòü óðàâíåíèå x(t+ 2)− 3 x(t+ 1) + 2 x(t) = 0.
◭ Ýòî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2 − 3λ+ 2 = 0

� ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà: λ1 = 1, λ2 = 2. Ïîýòîìó êàæäîìó èç

ýòèõ êîðíåé ñîãëàñíî òåîðåìà 5.4 ñëåäóåò ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðåøå-

íèå âèäà λt. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé:

ϕ1(t) = 1t = 1, ϕ2(t) = 2t,

è îáùåå ðåøåíèå ϕ(t) = C1 + C2 2t. ◮

Ïðèìåð 5.2. �åøèòü óðàâíåíèå x(t+ 2) + 2 x(t+ 1) + 2 x(t) = 0.
◭ Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2+2λ+2 = 0 èìååò

êîìïëåêñíûå êîðíè λ1,2 = −1±
√
−1 = −1± i. Ïî òåîðåìå 5.4 íåîáõîäèìî

íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ �îðìó çàïèñè îäíîãî èç ýòèõ êîðíåé, à çàòåì

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðå ñîïðÿæåííûõ êîðíåé äâà ðåøåíèÿ:

ϕ1(t) = rt cosωt, ϕ2(t) = rt sinωt,

ãäå r è ω � ìîäóëü è àðãóìåíò âûáðàííîãî êîðíÿ. Çäåñü r =
√
2, ω = 3 π/4.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñîñòàâÿò

�óíêöèè:

ϕ1(t) = (
√
2)t cos

3 π

4
t, ϕ2(t) = (

√
2)t sin

3 π

4
t,
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à îáùèì ðåøåíèåì áóäåò �óíêöèÿ

x(t) = C1 (
√
2)t cos

3 π

4
t+ C2 (

√
2)t sin

3 π

4
t. ◮

Ïðèìåð 5.3. �åøèòü óðàâíåíèå x(t+ 2) + 2 x(t+ 1) + x(t) = 0.
◭ Íà ýòîò ðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 2λ+ 1 = 0 èìååò

âåùåñòâåííûå êðàòíûå êîðíè, à èìåííî λ = −1 � êîðåíü êðàòíîñòè 2. Ïî-
ýòîìó �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç �óíêöèé

ϕ1(t) = (−1)t, ϕ2(t) = t (−1)t.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x(t) = C1 (−1)t + C2 t (−1)t

� ñóììà "êîëåáëþùèõñÿ" ðåøåíèé. ◮

Òåîðåìà 5.5 (î ïîñòðîåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñò-

íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïî âèäó ïðàâîé ÷àñòè).

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè:

x(t+ n) + a1(t)x(t+ n− 1) + ...+ an(t)x(t) = f(t),

èìååò âèä

f(t) = ρt
[
Pm1(t) cosωt+Qm2(t) sinωt

]
,

ãäå Pm1(t), Qm2(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì

m = max(m1,m2), òî ïðè ω 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

x
÷àñòí

(t) = tkρt
[
Um(t) cosωt+ Vm(t) sinωt

]
,

Um(t), Vm(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåí-

òàìè; k � êðàòíîñòü êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λ = ρ (cosω+
+ i sinω) (åñëè òàêîãî êîðíÿ íåò, òî k = 0). Ïðè ω = 0, ò.å. ïðè f(t) =
Pm(t) ρt, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå âèäà

x
÷àñòí

(t) = tkρt Um(t),

ãäå Pm(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m; Um(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m ñ íåîïðå-

äåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè; k � êðàòíîñòü êîðíÿ λ = ρ (åñëè òàêîãî

êîðíÿ íåò, òî k = 0).
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Òåîðåìà 5.6 (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè). Åñëè ϕ1(t) è ϕ2(t) � ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ:

x(t+ n) + a1(t)x(t+ n− 1) + ...+ an(t)x(t) = f(t),

ïðè f = f1 è f = f2 ñîîòâåòñòâåííî, òî �óíêöèÿ ϕ(t) = λ1 ϕ1(t) + λ2 ϕ2(t)
ïðè âñåõ λ1, λ2 ∈ R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ f(t) =
= λ1 f1(t) + λ2 f2(t).
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6. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ

Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âëèÿíèÿ

âîçìóùàþùèõ �àêòîðîâ íà ïîâåäåíèå ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ïîä

âîçìóùàþùèìè �àêòîðàìè ïîíèìàþòñÿ ïðè÷èíû, îáñòîÿòåëüñòâà, ñèëû,

íåó÷èòûâàåìûå ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âñëåä-

ñòâèå èõ ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûìè �àêòîðàìè.

Âëèÿíèå âîçìóùàþùèõ �àêòîðîâ íà ðàçëè÷íûå ïðîöåññû (äâèæå-

íèÿ, èçìåíåíèÿ), êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â ñèñòåìàõ ìåõàíè÷åñêèõ, �èçè-

÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, �èíàíñîâûõ è äð., íåîäèíàêîâî Íà

îäíè äâèæåíèÿ òàêîå âëèÿíèå íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì âîçìóùåííîå äâè-

æåíèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò íåâîçìóùåííîãî. Íî íåðåäêà è èíàÿ ñèòóàöèÿ:

íà ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ âîçìóùåíèÿ îêàçûâàþò çíà÷èòåëüíîå

âëèÿíèå, à âîçìóùåííîå äâèæåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íåâîçìó-

ùåííîãî, êàê áû íè áûëè ìàëû âîçìóùàþùèå ñèëû. Äâèæåíèÿ ïåðâîãî

ðîäà íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè, à âòîðîãî � íåóñòîé÷èâûìè.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Óñòîé÷èâîñòü � ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû ñîõðàíÿòü

òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðè âëèÿíèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. Åñëè òåêóùåå ñî-

ñòîÿíèå ïðè ýòîì íå ñîõðàíÿåòñÿ, òî òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ íåóñòîé-

÷èâûì.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè óñòàíàâëèâàåò ïðèçíàêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò

ñóäèòü î òîì, áóäåò ëè äâèæåíèå óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì. Ïî-

ñêîëüêó â äåéñòâèòåëüíîñòè âîçìóùàþùèå �àêòîðû âñåãäà íåèçáåæíî

ïðèñóòñòâóþò, çàäà÷à àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ èìååò âàæíîå òåî-

ðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Êîãäà èçó÷àþò ïðèðîäó âîçìóùåíèé, ðàññìàòðèâàþò äâà èõ èñòî÷-

íèêà.

1°. Èäåàëèçàöèÿ ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé ìîäåëè. Ïðè ìàòåìàòè÷å-

ñêîì îïèñàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ âñåãäà ïðèõîäèòñÿ óïðîùàòü è èäåà-

ëèçèðîâàòü èõ, âûäåëÿÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå �àêòîðû è îïóñêàÿ âòî-

ðîñòåïåííûå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îöåíèòü ïðàâèëüíîñòü âûáîðà óïðî-

ùàþùèõ óñòàíîâîê, òàê êàê íåó÷òåííûå �àêòîðû ìîãóò îêàçûâàòü çíà-

÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà èçó÷àåìûå ïðîöåññû íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî, íî

è êà÷åñòâåííî. Íåðåäêî âîïðîñ î ïðèãîäíîñòè (àäåêâàòíîñòè) ìîäåëè ìî-

æåò áûòü ðåøåí ñðàâíåíèåì ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, íî âî ìíî-

ãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðÿä óïðîùåíèé áóäåò

íåïðèåìëåì.
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2°. Âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Åñëè ïîâåäåíèå èññëåäóåìîãî

ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ÎÄÓ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè, êîòîðûå îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé, èçìåðåíèé èëè

îïûòîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, òî âîçíè-

êàåò âîïðîñ: êàêîâî âëèÿíèå ìàëûõ èçìåíåíèé â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íà

ïîâåäåíèå ïðîöåññà?

Åñëè ñêîëü óãîäíî ìàëûå èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòå-

ìû ñïîñîáíû ñóùåñòâåííî èçìåíèòü åå ïîâåäåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ìîäåëü íå èìååò íèêàêîãî ïðèêëàäíîãî çíà÷åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì íåêî-

òîðûõ ñëó÷àåâ.

Â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè, òåõíèêè, ýêîíîìèêè è äðóãèõ òðàêòîâêà

ïîíÿòèÿ "óñòîé÷èâîñòü" ðàçíàÿ:

� óñòîé÷èâîñòü â ìàêðîýêîíîìèêå îáîçíà÷àåò äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâå-

ñèå ýêñïëóàòàöèè ðåñóðñîâ è ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà;

� âîçäóøíàÿ óñòîé÷èâîñòü â ìåòåîðîëîãèè îòíîñèòñÿ ê âåðòèêàëüíûì

ïåðåìåùåíèÿì âîçäóøíûõ ïîòîêîâ;

� óñòîé÷èâîñòüþ â ìåõàíèêå íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî êîíñòðóêöèè ñîõðà-

íÿòü ïðè äåéñòâèè âíåøíèõ ñèë çàäàííóþ �îðìó ðàâíîâåñèÿ;

� óñòîé÷èâîñòü â òåõíèêå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñâîéñòâî òåõíè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ñîõðàíÿòü çíà÷åíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ è ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ â çà-

äàííûõ ïðåäåëàõ;

� óñòîé÷èâîñòü ýíåðãîñèñòåì � ýòî ñïîñîáíîñòü ñîõðàíÿòü ñèíõðîíèçì

ìåæäó ýëåêòðîñòàíöèÿìè (ñïîñîáíîñòü âîçâðàùàòüñÿ ê óñòàíîâèâøåìóñÿ

ðåæèìó ïîñëå âîçìóùåíèé;

� óñòîé÷èâîñòü â ìàòåìàòèêå õàðàêòåðèçóåòñÿ îòâåòîì íà ìàëîå âîç-

ìóùåíèå ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. �àçëè÷àþò

óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, ýêñïîíåíöè-

àëüíóþ óñòîé÷èâîñòü, àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì è äð.;

� ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü � ñâîéñòâî ïîòîêîâ æèäêîñòè ñî-

õðàíÿòü ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ;

� â ñîöèîëîãèè ñîöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü � ñïîñîáíîñòü ñîöèàëüíîé

ñèñòåìû ñîõðàíÿòü ñåáÿ â ìåíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ ñðåäû;

� íà ìîðñêèõ è ðå÷íûõ ñóäàõ óñòîé÷èâîñòü (ïðî�åññèîíàëüíûé òåð-

ìèí � "îñòîé÷èâîñòü") ñâÿçàíà ñ âîññòàíàâëèâàþùèì ìîìåíòîì è ïðîòè-

âîäåéñòâèåì îïðîêèäûâàíèþ;

� â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåò-

ñÿ ðåàêöèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ. Òàê, óñòîé-

÷èâîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ òà, êîòîðàÿ ïîñëå óñòðàíåíèÿ óêàçàííîãî âîç-

äåéñòâèÿ ïðåêðàùàåò äâèæåíèå è ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèõîäèò ê íåêîòîðîìó

óñòàíîâèâøåìóñÿ ñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ;
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� â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿþò

êàê ñõîäèìîñòü ÷àñòîò âàðèàíò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé;

� â ÷èñëåííîì àíàëèçå óñòîé÷èâîñòü ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì àë-

ãîðèòì ñâÿçàí ñ îøèáêàìè â âû÷èñëåíèÿõ (ñì. ÷èñëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü);

� â àâèàöèè óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåò ñïîñîáíîñòü ñàìîëåòà áåç

âìåøàòåëüñòâà ïèëîòà ñîõðàíÿòü çàäàííûé ðåæèì ïîëåòà (ñì. óñòîé÷è-

âîñòü è óïðàâëÿåìîñòü);

� â òåîðèè ìóçûêè óñòîé÷èâîñòü � ñâîéñòâî, ïðèäàþùåå çâóêó èëè

ñèñòåìå çâóêîâ èõ ïîñòîÿíñòâî;

� â ýêîëîãèè óñòîé÷èâîñòü � ñïîñîáíîñòü îêðóæàþùåé ñðåäû âûäåð-

æèâàòü âîçäåéñòâèå ÷åëîâåêà, ñïîñîáíîñòü áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ê ñîõðà-

íåíèþ è ðàçâèòèþ áèîðàçíîîáðàçèÿ;

� â òðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ ïîä óñòîé÷èâîñòüþ ïîíèìàþò ëþáîé ñïî-

ñîá èëè îðãàíèçàöèîííóþ �îðìó ïåðåäâèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñíèçèòü

óðîâåíü âîçäåéñòâèÿ íà îêðóæàþùóþ ñðåäó.

6.1. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé �îðìå

dxi
dt

= fi(x1, x2, ..., xn, t), i = 1, 2, ..., n, (6.1)

èëè

x′(t) = f
(
x, t

)
, (6.2)

ãäå �óíêöèè fi îïðåäåëåíû â ïîëóöèëèíäðå BB = [t∗,+∞) × DDy, ãäå DDx

� îòêðûòàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè

ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ò.å. äëÿ êàæäîé ñèñòåìû çíà÷åíèé (t0,x
0) ∈ BB

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (6.2), îïðåäåëåííîå íà

íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t0 − A, t0 + B) ∈ (t∗,+∞) (A > 0, B > 0 � íåêî-

òîðûå ïîñòîÿííûå) è óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0
.

Ïóñòü ýòî ðåøåíèå áåñêîíå÷íî ïðîäîëæàåìî âïðàâî, ò.å ñóùåñòâóåò äëÿ

âñåõ t > t0.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ [8℄.

Îïðåäåëåíèå 6.2. �åøåíèå ϕ(t), t ∈ [t∗,+∞), ñèñòåìû (6.2), óäîâëå-

òâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ϕ(t0) = x0
, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî
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Ëÿïóíîâó

1

ïðè t → ∞, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t0 ∈ [t∗,+∞) ñóùåñòâó-
åò δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî: 1) âñå ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (6.2)) (âêëþ÷àÿ

ðåøåíèå ϕ(t)) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|x(t0)− ϕ(t0)| < δ, (6.3)

2) îïðåäåëåíû â ïðîæóòêå t0 < t < ∞; 3) äëÿ ýòèõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

|x(t)−ϕ(t)| < ε (6.4)

äëÿ âñåõ t > t0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ, áëèçêèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,

îñòàþòñÿ òàêîâûìè è â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Åñëè ÷èñëî δ > 0 ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèì

îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 ∈ TT, ò.å. δ = δ(ε), òî óñòîé÷èâîñòü íàçûâàåòñÿ

ðàâíîìåðíîé â îáëàñòè TT .

Îïðåäåëåíèå 6.4. �åøåíèå ϕ(t), t ∈ [t∗,+∞), ñèñòåìû (6.2) íàçûâàåò-

ñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ε > 0, t0 ∈ [t∗,+∞)
è ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xδ(t) (õîòÿ áû îäíî) è ìîìåíò t1 =
= t1(δ) > t0 òàêèå, ÷òî

|xδ(t0)−ϕ(t0)| < δ è |xδ(t1)−ϕ(t1)| > ε. (6.5)

Íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ òîëüêî â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ èíòåðåñíû äëÿ ïðàê-

òèêè.

Îïðåäåëåíèå 6.5. �åøåíèå ϕ(t), t ∈ [t∗,+∞), ñèñòåìû (6.2), íàçûâà-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó ïðè t→ ∞, åñëè: 1) ýòî

ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó; 2) äëÿ ëþáîãî t0 ∈ [t∗,+∞) ñóùåñòâóåò
δ0(t0) > 0 òàêîå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ x(t), t0 6 t < +∞, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ |x(t0)−ϕ(t0)| < δ0, îáëàäàþò ñâîéñòâîì

lim
t→∞

|x(t)−ϕ(t)| = 0. (6.6)

1

Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ Ëÿïóíîâ (1857�1918) � ðóññêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, àêà-

äåìèê Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê, îñíîâîïîëîæíèê ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷è-

âîñòè. Êðîìå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, â íàóêó âîøëè òåðìèíû "ïî-

êàçàòåëè Ëÿïóíîâà", "ýêñïîíåíòà Ëÿïóíîâà", "ðàçìåðíîñòü Ëÿïóíîâà". Âåëèê âêëàä

À.Ì.Ëÿïóíîâà â òåîðèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãèäðîäèíàìèêó, òåîðèþ âå-

ðîÿòíîñòåé.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ, áëèçêèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0
ê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ðåøåíèþ, íå òîëüêî îñòàþòñÿ áëèçêèìè

ê íåìó ïðè t > t0, íî è íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê íåìó ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè.

Ïðèìåð 6.1. Èññëåäîâàòü íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòü ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè: ẋ = −k x, x(t0) = x0, ãäå k ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ.

◭ Ïðè k 6= 0 ýòî óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå x(t) = C e−kt
,

à ÷àñòíîå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, � x(t) =
= x0 e

−k(t−t0)
. Åñëè k = 0, òî ÷àñòíûì ðåøåíèåì áóäåò x(t) = x0 = const.

Óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ k è áóäåì èññëåäîâàòü.

Åñëè èçìåíèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå íà x(t0) = x̃0, òî ïðè k = 0 èìå-

åì ÷àñòíîå ðåøåíèå x̃(t) = x̃0 = const, à ïðè k 6= 0 � ðåøåíèå x̃(t) =
= x̃0 e

−k(t−t0)
. Íàéäåì ìîäóëü ðàçíîñòè ðåøåíèé x(t) è x̃(t):

∣∣x(t) − x̃(t)
∣∣ =





∣∣x0 e−k1(t−t0) − x̃0 e
−k1(t−t0)

∣∣, k = k1 > 0;
∣∣x0 − x̃0

∣∣, k = k2 = 0;
∣∣x0 ek3(t−t0) − x̃0 e

k3(t−t0)
∣∣, k = k3 < 0.

Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî:

1) ïðè k > 0 è t → +∞ ðàçíîñòü

∣∣ x(t) − x̃(t)
∣∣ → 0, ò.å. ðåøåíèå x(t)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó;

2) ïðè k = 0,
∣∣ x0 − x̃0

∣∣ < δ è t > t0 ðàçíîñòü
∣∣ x(t)− x̃(t)

∣∣ < ε ≡ δ, ò.å.
ðåøåíèå x(t) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî;

3) ïðè k < 0 è t → +∞ ðàçíîñòü

∣∣ x(t) − x̃(t)
∣∣ → +∞, ò.å. ðåøåíèå

x(t) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. ◮

Ïðèìåð 6.2. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, èñ-

ñëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dx

dt
= 1 + t− x, (6.7)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = 0.
◭ Óðàâíåíèå (6.7) åñòü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Åãî îáùåå

ðåøåíèå x(t) = C e−t + t. Íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = 0 óäîâëåòâîðÿåò

ðåøåíèå

ϕ(t) = t (6.8)

óðàâíåíèÿ (6.7). Íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x0 óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå

x(t) = x0 e
−t + t. (6.9)
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�àññìîòðèì ðàçíîñòü ðåøåíèé (6.9) è (6.8) óðàâíåíèÿ (6.7) è çàïèøåì åå

òàê:

x(t) − ϕ(t) = x0 e
−t + t− t = (x0 − 0) e−t.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 (íàïðèìåð, δ = ε)
òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (6.7), íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |x0 − 0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t)− ϕ(t)| = |(x0 − 0| e−t 6 ε

äëÿ âñåõ t > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ϕ(t) = t ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó

lim
t→+∞

|x(t)− ϕ(t)| = lim
t→+∞

|(x0 − 0| e−t = 0,

ðåøåíèå ϕ(t) = t ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Çàìåòèì, ÷òî ýòî
ðåøåíèå ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ïðè t→ +∞. ◮

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äè�-

�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íå ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ϕ(t) ñèñòåìû (6.2) ìîæíî ñâå-

ñòè ê èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî (òðèâèàëüíîãî) ðåøåíèÿ

x(t) ≡ 0 íåêîòîðîé ñèñòåìû, àíàëîãè÷íîé ñèñòåìå (6.2):

dx

dt
= F (x, t) ≡ F (x1, x2, ..., xn, t), (6.10)

ãäå F =
{
F1, F2, ..., Fn

}
, ïðè÷åì Fi(0, 0, ..., 0, t) ≡ 0, i = 1, 2, ..., n.

Îïðåäåëåíèå 6.6. �îâîðÿò, ÷òî òî÷êà x⋆ = {0, 0, ..., 0} = 0 åñòü òî÷êà

ïîêîÿ (ðàâíîâåñèÿ) ñèñòåìû (6.10).

Ïðèìåíèòåëüíî ê òî÷êå ïîêîÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé-

÷èâîñòè ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíû òàê.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Òî÷êà ïîêîÿ x⋆ = 0 óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, åñ-

ëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t0 ∈ (t,∞) ñóùåñòâóåò δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî èç

íåðàâåíñòâà

|x(t0)| < δ, (6.11)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|x(t)| < ε (6.12)
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6.1. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

äëÿ âñåõ t > t0.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Êàêèì áû

ìàëûì íè áûë ðàäèóñ ε öèëèíäðà ñ îñüþ Ot, â ïëîñêîñòè t = t0 íàéäåòñÿ
δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè (0, 0, t0) òàêàÿ, ÷òî âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå

x1 = x1(t), x2 = x2(t),

âûõîäÿùèå èç ýòîé îêðåñòíîñòè, äëÿ âñåõ t > t0 áóäóò îñòàâàòüñÿ âíóòðè
ýòîãî öèëèíäðà.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Åñëè òî÷êà ïîêîÿ x⋆ = 0 óñòîé÷èâà è

lim
t→+∞

|x(t)| = 0 ïðè |x(t0)| < δ0,

òî òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Òî÷êà ïîêîÿ xi = 0, i = 1, 2, ..., n, íåóñòîé÷èâà ïî
Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ε > 0 è ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

xδ(t) è ìîìåíò t1 > t0 òàêèå, ÷òî

|xδ(t0)| < δ è |xδ(t1)| > ε. (6.13)

Àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü � ñâîéñòâî íåëèíåéíîãî îáúåêòà ñîõðà-

íÿòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà èç çàäàííîãî êëàññà íåëèíåé-

íûõ õàðàêòåðèñòèê.

Òåðìèí "òåõíè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü" ïîÿâèëñÿ â ñâÿçè ñ ïîñòàíîâ-

êîé çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè t0 < t < T .

Ñóùåñòâóåò áîëüøîé êëàññ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ è ðå-

ãóëèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âîïðîñ îá èõ ïîâåäåíèè ïðè t > T íå èìååò

ñìûñëà. Ê òàêèì ñèñòåìàì îòíîñÿòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íåñòàöèîíàðíûå

ñèñòåìû èëè ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè (ïåðåìåííûìè êîý�-

�èöèåíòàìè óðàâíåíèé).

Ïóñòü ñèñòåìà (6.1) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x(t0) = x0
èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (6.2) óñòîé÷èâà ïî

Ëàãðàíæó, åñëè: 1) êàæäîå ðåøåíèå x(t; t0,x0) íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæà-
åìî âïðàâî, ò.å. èìååò ñìûñë ïðè t0 6 t < +∞; 2) ‖x(t; t0,x0)‖ îãðàíè÷åíà
íà [t0,+∞).
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Îïðåäåëåíèå 6.11. �åøåíèå z = z(t) (t0 6 t < +∞) ñèñòåìû

x′(t) = f
(
x
)

(6.14)

íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì ïðè t → +∞, åñëè òðàåêòîðèè ïðè

t > t0 âñåõ ðåøåíèé x = x(t), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò

t0 ê ðåøåíèþ z(t), â äàëüíåéøåì öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè
òðàåêòîðèè äàííîãî ðåøåíèÿ z = z(t) ïðè t > t0, ãäå ε ïðîèçâîëüíî ìàëî.

6.2. Ïðîñòåéøèå òèïû òî÷åê ïîêîÿ

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ îñíîâàííîé Ëÿïóíîâûì è Ïóàíêàðå

2

êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èçó÷àþùåé ñâîéñòâà

ðåøåíèé ÎÄÓ áåç íàõîæäåíèÿ ñàìèõ ðåøåíèé. Îäèí èç ðàçäåëîâ ýòîé

òåîðèè ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ îñîáûõ òî÷åê ÎÄÓ, ò.å. àíàëèçó ïîâåäåíèÿ

ñåìåéñòâ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî âàæíî

äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì è èõ óñòîé÷èâîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Ïóàíêàðå, ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî-

áû, íå èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó äâóõ ÎÄÓ, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå åå ÷àñòíûõ

ðåøåíèé íà âñåé ïëîñêîñòè XOY òîëüêî ïî õàðàêòåðèñòèêàì ïðàâûõ ÷à-

ñòåé óðàâíåíèé. Äàëåå èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ ðàáîò

À.Ïóàíêàðå, ïîñâÿùåííûõ óêàçàííîé òåìàòèêå.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

x′(t) = a11 x(t) + a12 y(t),

y′(t) = a21 x(t) + a22 y(t), (6.15)

ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû A
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0.

2

Àíðè Ïóàíêàðå (H. Poin
ar�e, 1854�1912) � �ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, �è-

çèê, àñòðîíîì è �èëîñî�, ãëàâà Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê, ÷ëåí Ôðàíöóçñêîé àêà-

äåìèè è åùå áîëåå 30 àêàäåìèé ìèðà. Èñòîðèêè íàóêè ïðè÷èñëÿþò À.Ïóàíêàðå

ê âåëè÷àéøèì ìàòåìàòèêàì âñåõ âðåìåí. Åãî è Ä.�èëüáåðòà ñ÷èòàþò ïîñëåäíèìè

ìàòåìàòèêàìè�óíèâåðñàëàìè, ó÷åíûì, ñïîñîáíûìè îõâàòèòü âñå ìàòåìàòè÷åñêèå ðå-

çóëüòàòû ñâîåãî âðåìåíè. Ïåðó À.Ïóàíêàðå ïðèíàäëåæèò áîëåå 500 ñòàòåé è êíèã. "Íå

áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî íå áûëî òàêîé îáëàñòè ñîâðåìåííîé åìó ìàòåìàòè-

êè, "÷èñòîé" èëè "ïðèêëàäíîé", êîòîðóþ áû îí íå îáîãàòèë çàìå÷àòåëüíûìè ìåòîäà-

ìè è ðåçóëüòàòàìè" [38℄. Ñðåäè åãî ñàìûõ êðóïíûõ äîñòèæåíèé: ñîçäàíèå òîïîëîãèè è

òåîðèè àâòîìîð�íûõ �óíêöèé; ðàçðàáîòêà íîâûõ, ÷ðåçâû÷àéíî ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ

íåáåñíîé ìåõàíèêè; �îðìèðîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, à

òàêæå îáîáùåíèå ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè íà âñå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ; ïîñòðîåíèå

íàãëÿäíîé ìîäåëè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî [38℄.
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Ñèñòåìà îáëàäàåò òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì: x(t) = 0, y(t) = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.12. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) = (0, 0), â êîòîðîé

ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (6.15) îáðàùàþòñÿ â íîëü, íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (6.15).

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè (èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè XOY ñè-

ñòåìû (6.15) èëè ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ẍ = f(t, x, ẋ) â êîîðäèíàòàõ x
è ẋ), îáðàçóþùèå �àçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÎÄÓ, ïîëó÷àåìîãî äåëåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñè-

ñòåìû (6.15) íà ïåðâîå:

dy

dx
=
a21 x+ a22 y

a11 x+ a12 y
, (6.16)

â êîòîðîå âðåìåíí�àÿ ïåðåìåííàÿ t âõîäèò íåÿâíî.
Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå ïîêîÿ

(0, 0) âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0
0 . Ïîýòîìó òî÷êà ïîêîÿ ÿâëÿåòñÿ

îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ. È, õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷åðåç êàæäóþ òî÷-

êó ïëîñêîñòè XOY ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè (0, 0) ýòîãî óòâåðæäàòü íåëüçÿ. Â íåé íàðóøåíî óñëîâèå

òåîðåìû è åäèíñòâåííîñòè, à ïîýòîìó àïðèîðè ÷åðåç òî÷êó (0, 0) ìîãóò
ïðîõîäèòü íóëü, îäíà è áîëåå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (6.16).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (6.15) íàäî ñîñòàâèòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

∣∣∣∣
a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 + b λ+ c = 0, (6.17)

ãäå b = −(a11 + a22), c = a11 a22 − a12 a21 = |A| 6= 0, è íàéòè åãî êîðíè λ1
è λ2. Ïîñêîëüêó c 6= 0, òî λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñè-

ñòåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ.

1°. Êîðíè λ1, λ2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.17) � âåùåñòâåí-

íûå è ðàçëè÷íûå. Ïóñòü èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

v1 =

[
v11
v12

]
, v2 =

[
v21
v22

]
.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå (6.15) ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä

[
x(t)
y(y)

]
= C1 v1 e

λ1t + C2 v2 e
λ2t =

[
C1 v11 eλ1t + C2 v21 eλ2t

C1 v12 eλ1t + C2 v22 eλ2t

]
, (6.18)
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�èñ. 6.1 �èñ. 6.2

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
1.1°. Åñëè λ1 < 0, λ2 < 0, òî òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà,

òàê êàê ïðè t→ +∞ îáå ýêñïîíåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Åñëè èç ñîîòíîøå-

íèé (6.18) èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ t, òî ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ äàñò òðàåê-
òîðèþ äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè XOY . Ïðè t→ +∞ òî÷êà, íàõîäèâøàÿñÿ â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 íà ïðîèçâîëüíî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò

íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðèáëèçèòñÿ íà ñêîëü óãîäíî ìàëîå ðàññòîÿíèå. Òàêàÿ

òî÷êà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì (ðèñ. 6.1).

Âñå òðàåêòîðèè, êðîìå îäíîé, â òî÷êå ïîêîÿ èìåþò îáùóþ êàñàòåëü-

íóþ, êîòîðàÿ êîëëèíåàðíà ñîáñòâåííîìó âåêòîðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ìåíü-

øåìó ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó. Îäíà èç èíòåãðàëüíûõ êðè-

âûõ ïàðàëëåëüíà âòîðîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó.

1.2°. Åñëè λ1 > 0, λ2 > 0, òî òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà (íåóñòîé÷èâûé
óçåë, ðèñ. 6.2), òàê êàê òåêóùàÿ òî÷êà èíòåãðàëüíîé êðèâîé, íå ñîâïàäàþ-

ùàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 ñ òî÷êîé ïîêîÿ, óäàëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè

t→ +∞. Ýòîò ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, íî ñ èíâåðñèåé

äâèæåíèÿ.

1.3°. Åñëè λ1 > 0, λ2 < 0 èëè íàîáîðîò, òî òî÷êà ïîêîÿ òàêæå íåóñòîé-
÷èâà, òàê êàê îäíà èç ýêñïîíåíò ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞.

Åñëè λ1 > 0, òî òî÷êà èç îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ ïî ïðÿìîé y =
v12 x/v11 (v12 6= 0) óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü. Èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ïî êîòîðîé òåêóùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè

íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòî ïðÿìàÿ y = v22 x/v21 (v22 6= 0). Òàêàÿ òî÷êà ïîêîÿ
íàçûâàåòñÿ ñåäëîì (ðèñ. 6.3). Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëà-
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ìè, à äâå ïðÿìûå, ñ êîòîðûìè ñîâïàäàþò òðàåêòîðèè, íàçûâàþòñÿ ñåïà-

ðàòðèññàìè ñåäëà è ðàçäåëÿþò ãèïåðáîëû ðàçíûõ òèïîâ. Åñëè C1 6= 0 è

C2 6= 0, òî ïðè t→ ±∞ òî÷êà âñåãäà ïîêèäàåò îêðåñòíîñòü òî÷êè ïîêîÿ.

�èñ. 6.3 �èñ. 6.4

2°. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.17) � êîìïëåêñíûå: λ1 =
p+i q, λ2 = p−i q (q 6= 0). Ïóñòü èì ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû

v1 =

[
v11
v12

]
, v2 =

[
v21
v22

]
.

Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùèì âèäå:

[
x(t)
y(y)

]
=

[
ept

(
B1 cos q t+ B2 sin q t

)

ept
(
D1 cos q t+D2 sin q t

)
]
, (6.19)

ãäå B1, B2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à D1, D2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ.

2.1°. Ïóñòü p < 0, q 6= 0. Òîãäà â ðåøåíèè (6.19) ýêñïîíåíòà ept → 0
ïðè t→ +∞ , à âòîðîé ñîìíîæèòåëü ïåðèîäè÷åñêèé è îãðàíè÷åííûé. Èí-

òåãðàëüíûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïèðàëè, íàâèâàþùèåñÿ íà òî÷êó

ïîêîÿ ïðè t→ +∞. Òàêàÿ òî÷êà ïîêîÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì �îêóñîì

(ðèñ. 6.4), à òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

2.2°. Ïóñòü p > 0, q 6= 0. Åñëè çàìåíèòü t ÷åðåç −t, òî ïîëó÷èì ïðåäû-

äóùèé ñëó÷àé. Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì �îêóñîì

(ðèñ. 6.5).
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�èñ. 6.5 �èñ. 6.6

Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè òè-

ïà �îêóñ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå çàêðó÷èâàíèÿ: ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå èëè ïðîòèâ íåå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå (x, y) âåêòîð ñêîðîñòè (ẋ, ẏ), ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6.15).

2.3°. Åñëè λ1,2 = ±i q, p = 0, òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå áóäóò çàìêíó-
òûìè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêàÿ

òî÷êà ïîêîÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, íî íå àñèìïòî-

òè÷åñêè (ðèñ. 6.6). Òåêóùàÿ òî÷êà èíòåãðàëüíîé êðèâîé äâèæåòñÿ ïî ïå-

ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè âîêðóã òî÷êè (0, 0), íå ïðèáëèæàÿñü áåñêîíå÷íî
áëèçêî è íå óäàëÿÿñü áåñêîíå÷íî äàëåêî îò íåå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìàëûå èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû

(6.15) ìîãóò ïðåâðàòèòü öåíòð â óñòîé÷èâûé èëè íåóñòîé÷èâûé �îêóñ.

3°. Êîðíè λ1 = λ2 = λ0 � êðàòíûå. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò ñëå-

äóþùèì âèä:

[
x(t)
y(y)

]
=

[(
C1 v11 + C2 v21

)
eλ0t(

C1 v12 + C2 v22
)
eλ0t

]
. (6.20)

3.1°. Ïóñòü λ0 < 0. Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ýêñïîíåíòû ñ óâåëè÷åíèåì

âðåìåíè x(t) è x(t) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà è íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì âûðîæäåííûì óçëîì (ðèñ. 6.7). Îíà

çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó óçëîì è �îêóñîì, òàê êàê ïðè

ñêîëü óãîäíî ìàëîì èçìåíåíèè êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (6.15) ñîâïàäà-

þùèå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìîãóò ñòàòü ðàçëè÷íûìè äåéñòâèòåëüíûìè

èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè êîðíÿìè
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�èñ. 6.7 �èñ. 6.8

3.2°. Åñëè λ0 > 0, òî òî÷êà ïîêîÿ áóäåò íåóñòîé÷èâîé è áóäåò íàçû-

âàòüñÿ íåóñòîé÷èâûì âûðîæäåííûì óçëîì (ðèñ. 6.8).

�èñ. 6.9 �èñ. 6.10

3.3°. Ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ êîðíåé èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ ñèñòåìû

(6.15), íî è äëÿ ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà

x′(t) = a x(t),

y′(t) = a y(t).

187



6. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ

Çäåñü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λ1,2 = λ0 = a. Ïîäåëèâ âòîðîå óðàâ-

íåíèå íà ïåðâîå, ïîëó÷èì y′x = y/x, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y = k x (k �

ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî), à �àçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿ-

ìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îñîáàÿ òî÷êà

íàçûâàåòñÿ äèêðèòè÷åñêèì óçëîì, êîòîðûé ìîæåò áûòü àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì (λ0 < 0, ðèñ. 6.9) è íåóñòîé÷èâûì (λ0 > 0, ðèñ. 6.10).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñèñòåì àâòîíîìíûõ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ÎÄÓ îá

óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâû âûâîäû, àíàëîãè÷íûå

ðàññìîòðåííûì âûøå, ò.å. çàêëþ÷åíèå îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâî-

ñòè òàêèõ ðåøåíèé áóäåò çàâèñåòü îò çíàêîâ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

6.3. Áè�óðêàöèè

Òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ îò ïà-

ðàìåòðà ïðèâîäÿò ê ìûñëè, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

íèêàêèõ ñåðüåçíûõ èçìåíåíèé ïðîèñõîäèòü íå ìîæåò. Ïðè ýòîì óïóñêà-

åòñÿ èç âèäó, ÷òî òàêàÿ çàâèñèìîñòü íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îòíþäü íå ìåøàåò êàðäèíàëüíîé ïåðåñòðîéêå

ñâîéñòâ ñèñòåìû.

Ïðèìåð 6.3. �àññìîòðèì óðàâíåíèå y′ = ε y. Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåò-

ðà ε = 0 èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè

àáñöèññ. Ñîâåðøåííî äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, åñëè ε 6= 0. Òàê, ïðè ε < 0 íóëåâîå
ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè ε > 0 ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî
è òðàåêòîðèè óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü. Òåì íå ìåíåå ðåøåíèå y(x, ε) ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ≷ 0 ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê y(x, 0). ◮

Îïðåäåëåíèå 6.13. Áè�óðêàöèåé íàçûâàþò êà÷åñòâåííóþ ïåðåñòðîé-

êó ñèñòåìû y′ = f(y, ε) ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà ε ÷åðåç êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå ε0.

�àçâèòèåì òåîðèè áè�óðêàöèé ñ÷èòàåòñÿ òåîðèÿ êàòàñòðî�.

Îïðåäåëåíèå 6.14. Êàòàñòðî�à ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñèñòåì � ñêà÷-

êîîáðàçíîå èçìåíåíèå, âîçíèêàþùèå â âèäå âíåçàïíîãî îòêëèêà ñèñòåìû

íà ïëàâíîå èçìåíåíèå âíåøíèõ óñëîâèé.

Ïðèìåð 6.4. Â ñëó÷àå y′ = ε y − y3 êðèòè÷åñêèì (áè�óðêàöèîííûì)

çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ε = 0. Ïðè ε 6 0 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðàâíî-
âåñíîå ðåøåíèå, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Íî ïðè ñêîëü óãîäíî
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ìàëîì ε > 0 ýòî ðàâíîâåñèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, à â åãî îêðåñò-

íîñòè ïîÿâëÿåòñÿ äâà äðóãèõ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñíûõ

ðåøåíèÿ y(x) = ±√
ε.

Áîëüøèíñòâî èçó÷àåìûõ áè�óðêàöèé èìååò ïîäîáíûé ëîêàëüíûé õà-

ðàêòåð, ñâÿçàííûé ñ èçìåíåíèåì ñâîéñòâ ðàâíîâåñèÿ è ðîæäåíèåì èëè

ãèáåëüþ â åãî îêðåñòíîñòè äðóãèõ ðàâíîâåñíûõ òî÷åê.

Ïðèìåð 6.5. Ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé ïðèìåð äàåò ñèñòåìà y′ = ε y2−y
ñ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñíûì íóëåâûì ñîñòîÿíèåì ïðè ëþ-

áîì ε, ò.å. ñ ýòèì ñîñòîÿíèåì ëîêàëüíî íèêàêèå áè�óðêàöèè íå ïðîèñõî-

äÿò. Íî çíà÷åíèå ε = 0 êðèòè÷íî äëÿ ñèñòåìû â öåëîì. Â åãî îêðåñòíî-

ñòè ðîæäàåòñÿ íîâîå íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ: y = ε−1
(ïðè-

õîäÿùåå èç áåñêîíå÷íîñòè). Áîëåå òîãî, ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷-

êàõ y(0) > ε−1 > 0, îêàçûâàþòñÿ íåïðîäîëæàåìûìè âïðàâî; â ñëó÷àå

y(0) < ε−1 < 0 � íåïðîäîëæàåìûìè âëåâî. ◮

Â ñèñòåìàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè âîçìîæíîñòè êà÷åñòâåííûõ èçìå-

íåíèé, ðàçóìååòñÿ, øèðå. Â îñíîâíîì ýòî ïîÿâëåíèå èëè èñ÷åçíîâåíèå êî-

ëåáàíèé, àòòðàêòîðîâ

3

.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ áè�óðêàöèÿ Àíäðîíîâà �Õîï�à, â êî-

òîðîé �îêóñ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ïðè ýòîì ðîæäàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûé öèêë.

Ïðèìåð 6.6. �àññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ

y′′(t) + ε
[
y2(t)− 1

]
y′(t) + ω2 y(t) = 0.

Äëÿ íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû õàðàêòåðíà óñòîé÷è-

âîñòü ïðè ε 6 0 è íåóñòîé÷èâîñòü ïðè ε > 0, ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíî-

ìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî

öèêëà � çàìêíóòîé (ïåðèîäè÷åñêîé) òðàåêòîðèè íà �àçîâîé ïëîñêîñòè, â

îêðåñòíîñòè êîòîðîé íåò äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. ◮

�àññìîòðèì óðàâíåíèå z′ = −z3 − λ2 z − λ1. Êîîðäèíàòû òî÷åê, â

êîòîðûõ åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

z3 + λ2 z + λ1 = 0. Ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ λ1, λ2 ýòî êóáè÷åñêîå

óðàâíåíèå èìååò èëè îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, èëè òðè, à ñàìî óðàâ-

íåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êàòàñòðî�û òèïà "ñáîðêà". Åñëè ïîñòðî-

èòü ãðà�èê "êîðåíü óðàâíåíèÿ êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðîâ", òî ïîëó÷àåòñÿ

ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 6.11.

3

Àòòðàêòîð (àíãë. attra
t � ïðèâëåêàòü, ïðèòÿãèâàòü) � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî

�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, âñå òðàåêòîðèè èç íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè êîòîðîãî ñòðåìÿòñÿ ê íåìó ïðè âðåìåíè, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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�èñ. 6.11

6.4. Ìåòîä �óíêöèé Ëÿïóíîâà

Ïðîöåäóðà âûÿñíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû ÎÄÓ, â ðàìêàõ êîòîðîé íåîáõîäèìî çíàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû,

íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà.

Äëÿ ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè äîñòàòî÷íî çíàòü íå

îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû, à ëèøü çíàêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë.

Âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà (ìåòîä �óíêöèé Ëÿïóíîâà) îñíîâàí íà èñ-

ïîëüçîâàíèè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà. Ïðè

ïðèìåíåíèè âòîðîãî ìåòîäà íå òðåáóåòñÿ çíàòü íè îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû, íè êàêîé-ëèáî åãî õàðàêòåðèñòèêè.

Îïðåäåëåíèå 6.15. Ôóíêöèÿ V (x) = V (x1, x2, ..., xn) íàçûâàåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîé â r-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.å. â îáëàñòè∑n

i=1 x
2
i 6 r, åñëè �óíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíà âî âñåõ òî÷êàõ îêðåñòíîñòè,

çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü:

V (x1, x2, ..., xn) > 0, åñëè

n∑

i=1

x2i > 0, V (0, 0, ..., 0) = 0.
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Ïðèìåð 6.7. Â ïðîñòðàíñòâå R3
�óíêöèÿ V1(x) = x21 + x22 + x23 ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ôóíêöèÿ V2(x) = x21 + x22 â òîì æå ïðîñòðàíñòâå

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, íî íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, òàê êàê

îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü íå òîëüêî â òî÷êå (0, 0, 0), íî è âî âñåõ òî÷êàõ îñè

OX3.

�àññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ, ò.å. ñèñòåìó, ïðàâûå ÷àñòè

êîòîðîé íå çàâèñÿò ÿâíî îò t:

ẋi = fi(x1, x2, ..., xn), i = 1, 2, ..., n, (6.21)

ïðè÷åì fi(0, 0, ..., 0) = 0, ò.å. íà÷àëî êîîðäèíàò � òî÷êà ïîêîÿ äëÿ ýòîé

ñèñòåìû. Ïóñòü V (x) � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

V̇ =

n∑

i=1

∂V

∂xi
ẋi =

n∑

i=1

∂V

∂xi
fi(x1, x2, ..., xn)

íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé â ñèëó ñèñòåìû (6.21).

Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ òåîðåì Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 6.1 (Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò äè��å-

ðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V (x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êî-

îðäèíàò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: à) �óíêöèÿ V (x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåíà; á) ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû íåïîëîæèòåëüíà, � òî òî÷êà ïîêîÿ

(0, 0, ..., 0) ñèñòåìû (6.21) óñòîé÷èâà.

Òàêàÿ �óíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 6.2 (Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè). Åñëè ñó-

ùåñòâóåò äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V (x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îêðåñò-
íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: à) �óíêöèÿ V (x) ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà; á) ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû íåïîëîæèòåëüíà,

ïðè÷åì V̇ = 0 òîëüêî ïðè x1 = x2 = ... = xn = 0, � òî òî÷êà ïîêîÿ

(0, 0, ..., 0) ñèñòåìû (6.21) íåóñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 6.3 (Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò äè��å-

ðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V (x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êî-

îðäèíàò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: à) V (0, 0, ..., 0) = 0 è ñêîëü óãîäíî áëèç-

êî îò íà÷àëà êîîðäèíàò èìåþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ V (x) > 0; á) ïðî-
èçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû íåîòðèöàòåëüíà, ïðè÷åì V̇ = 0 òîëüêî ïðè

x1 = x2 = ... = xn = 0, � òî òî÷êà ïîêîÿ (0, 0, ..., 0) ñèñòåìû (6.21) óñòîé-

÷èâà.
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Çàìå÷àíèå. Îáùåé ìåòîäîëîãèè ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé Ëÿïóíîâà íå

ñóùåñòâóåò. Â íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ òàêèå �óíêöèè ðåêîìåíäóåòñÿ

èñêàòü â ñëåäóþùèõ �îðìàõ: V = a x2 + b y2, V = a x4 + b y4, V = a x4 +
b x2 y2 + c y4 è ò.ï., ãäå íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå a, b, c ïîäáèðàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷å ñïîñîáîì.

Ïðèìåð 6.8. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû

ẋ = −2 x+ 4 x5 y2,

ẏ = −4 y + 2 x2 y3.

◭ Âûáåðåì �óíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå V = x2+y2. Äëÿ ýòîé �óíêöèè
ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû ïðèìåò ñëåäóþùóþ �îðìó:

V̇ = V ′
x f1(x, y) + V ′

y f2(x, y) = 2 x
(
− 2 x+ 4 x5 y2

)
+

+ 2 y
(
− 4 y + 2 x2 y3

)
= −4 x2 − 8 y2 − 4 x6 y2 − 4 x2 y4.

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ çíàê V̇ (x, y) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì

êâàäðàòè÷íîé �îðìû −4 x2 − 8 y2, êîòîðûé îòðèöàòåëåí, ïðè÷åì îòðè-

öàòåëüíûå äîáàâî÷íûå ÷ëåíû ñòàðøèõ ñòåïåíåé ëèøü óñèëèâàþò íåðà-

âåíñòâî V̇ (x, y) < 0. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ, çà èñêëþ÷åíèå

ñàìîé òî÷êè (0, 0), V̇ (x, y) < 0, ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû ñòðîãî ìåíüøå

0. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x, y) â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2 âûïîëíåíû, à

çíà÷èò, òðèâèàëüíîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. ◮

6.5. Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ

�àññìîòðèì àâòîíîìíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ñëåäóþùåãî âè-

äà:

ẋi = fi(x1, x2, ..., xn), i = 1, 2, ..., n, (6.22)

ïðè÷åì fi(0, 0, ..., 0) = 0. Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëü-

íîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü fi(x), i = 1, 2, ..., n, � áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè
ñâîèõ àðãóìåíòîâ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ðàçëîæåíû â ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû Ìàêëîðåíà:

ẋ = Ax+ r(x), (6.23)
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ãäå ýëåìåíòû aij ìàòðèöû A âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

aij =
∂fi(x)

∂xj

∣∣∣∣
x=0

, i, j = 1, 2, ..., n, (6.24)

à â êîìïîíåíòû âåêòîðà r(x) âêëþ÷åíû ñëàãàåìûå ñóììàðíîé ïî âñåì xj
ñòåïåíè âûøå ïåðâîé.

Ñàìî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ñèñòåìû â

ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ, ò.å. �óíêöèè x1(t), x2(t), ...,
xn(t) ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè ïî ìîäóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî, äîáàâêè ri(x) áóäóò
áåñêîíå÷íî ìàëûìè �óíêöèÿìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðè x →
0, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ai1 x1 + ai2 x2 + ...+ ain xn
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû (6.23), à ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñëàáî âëèÿþò íà

óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ìîæ-

íî ñ÷èòàòü ïðàâäîïîäîáíûì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè îòáðîñèòü ñëà-

ãàåìûå ri(x) è çàìåíèòü ñèñòåìó (6.22) ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

(ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìîé)

ẋ = Ax, (6.25)

òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (6.22) áóäåò óñòîé÷èâûì òîãäà,

êîãäà îíî óñòîé÷èâî äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (6.25). Èññëåäîâàíèå

óñòîé÷èâîñòè òàêèì ñïîñîáîì, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áîëåå ëåã-

êîé, ÷åì èñõîäíàÿ. Çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåìû

ïðèâåäåíî â ïîäðàçäåëå 6.2.

Äî íàó÷íûõ ðàáîò À.Ì.Ëÿïóíîâà òàêîå óòâåðæäåíèå, íå èìåþùåå

ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, íå âûçûâàëî ñåðüåçíûõ âîçðàæåíèé. Çàñëóãîé àêà-

äåìèêà À.Ì.Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí óêàçàë ñëó÷àè, êîãäà èç óñòîé-

÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóåò

âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, à êî-

ãäà òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå. À.Ì.Ëÿïóíîâ âûÿñíèë, ÷òî

â îáùåì ñëó÷àå ìàëûå äîáàâêè ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ïîâåäåíèå ðåøå-

íèé ñèñòåì òèïà (6.22) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0, ..., 0).
Êðàòêî ðåçóëüòàòû ýòèõ åãî èññëåäîâàíèé ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü

òàê: ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ñèñòåìó (6.22)

ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé (6.25) â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1°. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Òîãäà òðèâè-

àëüíîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

2°. Õîòÿ áû îäèí êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû

(6.25) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü. Òîãäà òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (6.22) íåóñòîé÷èâî.
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3°. Ñóùåñòâóþò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâîé äåé-

ñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, à îñòàëüíûå êîðíè (åñëè îíè åñòü) èìåþò îòðèöà-

òåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Òîãäà èññëåäîâàíèå òðèâèàëüíîãî ðåøå-

íèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íåâîçìîæíî, òàê êàê

íà óñòîé÷èâîñòü íà÷èíàþò âëèÿòü íåëèíåéíûå äîáàâêè.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì.

6.6. Óïðàæíåíèÿ

Àóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. Îïðåäåëèòü òèï òî÷åê ïîêîÿ ñèñòåì ÎÄÓ è èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷è-

âîñòü:

01.

{

ẋ = −2x+ 5
7
y,

ẏ = 7x− 3 y.
02.

{

ẋ = 3x+ y,
ẏ = −2x+ y.

03.

{

ẋ+ x+ y = 0,
ẏ − x+ 3 y = 0.

04.

{

ẋ = −x+ 3 y,
ẏ = x+ y.

05.

{

ẋ = −2x− y,
ẏ = 3x− y.

06.

{

ẋ = 5x− 3 y,
ẏ = 3 x− y.

2°. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ òî÷êó ïîêîÿ

x = 0, y = 0 ñèñòåì ÎÄÓ:

01.

{

ẋ = ex − cos 5 y,
ẏ = sin 2x− ln(1 + y).

02.

{

ẋ = 5
2
x ex − 3 y + sin x2,

ẏ = 2x+ y e−y2/2 − y4 cos x.

03.

{

ẋ = ln(1 + 3x)− cos y + ex
2

,
ẏ = sin 2x+ y.

04.

{

ẋ = − 3
2
x+ 1

2
sin 2 y − x3 y,

ẏ = −y − 2 x+ x4 − y7.

05.

{

ẋ = −x+ 3 y + x2 sin y,
ẏ = −x− 4 y + 1− cos y2.

06.

{

ẋ = −2x+ 8 sin2y,
ẏ = x− 3 y + 4x3.

Âíåàóäèòîðíûå çàíÿòèÿ

1°. Îïðåäåëèòü òèï òî÷åê ïîêîÿ ñèñòåì ÎÄÓ è èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷è-

âîñòü:

01.

{

ẋ = 3x− 2 y,
ẏ = x+ 4 y.

02.

{

ẋ = 2x+ y,
ẏ = −x+ 3 y.

03.

{

ẋ+ x− 3 y = 0,
ẏ + x− y = 0.

04.

{

ẋ = −7x− 6 y,
ẏ = 3x+ 2 y.

05.

{

ẋ = 2x− 2 y,
ẏ = 5 x− 3 y.

06.

{

ẋ = 3x− y,
ẏ = x+ y.
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2°. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ òî÷êó ïîêîÿ

x = 0, y = 0 ñèñòåì ÎÄÓ:

01.

{

ẋ = 3 x− 22 sin y + x2 − y3

ẏ = sin x− 5 y + ex
2 − 1.

02.

{

ẋ = −10x+ 4 ey − 4 cos y2,
ẏ = 2 ex − 2− y + x4.

03.

{

ẋ = arctg x−2 y
y+1

− 3 ex,

ẏ = 1

1+
√

x2+y+1
+ 4x5. 04.

{

ẋ = x3 sin y − 5 y + ex
2 1

x+1
,

ẏ = 4x cos x− arctg 3 y.

05.

{

ẋ = 4 ln(x2 + 5x+ 20) − x3 y2 − 25 y,
ẏ = sin 2 x · cos y − 3 arctg y.

06.

{

ẋ = 2 ln(x+ y + 4) − ex x+ y/2,
ẏ = sin(y3 − y) + 1

5
x− 2.
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7.1. Ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû âñ¼ íàñòîé÷èâåå

ïðîíèêàþò â ãóìàíèòàðíûå íàóêè, â ÷àñòíîñòè, â ýêîíîìèêó. Íåäîîöåíêà

ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ áûëà õà-

ðàêòåðíîé, ïî-âèäèìîìó, äëÿ áîëüøåé ÷àñòè XX â. [6℄.

Ýêîíîìèêà è óïðàâëåíèå ýêîíîìè÷åñêèìè è �èíàíñîâûìè ïðîöåññà-

ìè � ýòî ïðèêëàäíûå íàóêè è èõ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè

ìåòîäîâ îáîñíîâàíèÿ âûáîðà òåõ èëè èíûõ ðåøåíèé. Â íàó÷íîì ïîçíà-

íèè ëþáîãî ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà äîïóñòèìî èñïîëüçîâàòü â

êà÷åñòâå èíñòðóìåíòîâ ñëåäóþùèå ÷åòûðå ìåòîäîëîãèè: òåîðåòè÷åñêèé

àíàëèç; íàáëþäåíèå; íàó÷íûé ýêñïåðèìåíò; ìîäåëèðîâàíèå. Åñëè ïåðâûå

òðè ïîäõîäà óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â åñòåñòâåííûõ è òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ,

òî ýêîíîìèêå è óïðàâëåíèþ ñâîéñòâåííî òîëüêî ïîñëåäíèé (çà èñêëþ÷å-

íèåì íàáëþäåíèé, èñïîëüçóåìûõ â ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêå). Ïîýòîìó

èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå �

îáúåêòèâíûé ýòàï åå ðàçâèòèÿ, ñâÿçàííûé ñ ñóùåñòâîâàíèåì óñòîé÷èâûõ

êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé, à òàêæå âîçìîæíîñòüþ

�îðìàëèçîâàííîãî îïèñàíèÿ ìíîãèõ, õîòÿ è äàëåêî íå âñåõ, ýêîíîìè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå, â ÷àñòíîñòè, ìå-

òîä àíàëèçà ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íà÷àëè èñïîëüçîâàòüñÿ åùå

â XVIII â. Òàê â ðàáîòå "Ýêîíîìè÷åñêèå òàáëèöû" �ðàíöóçñêèé ýêîíî-

ìèñò, ëåéá-ìåäèê êîðîëÿ Ëþäîâèêà XV, äîêòîð ìåäèöèíû Ôðàíñóà Êåíå

âïåðâûå ñäåëàë ïîïûòêó �îðìàëèçîâàòü ïðîöåññ îáùåñòâåííîãî âîñïðî-

èçâîäñòâà, à èìåííî êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü íàöèîíàëüíóþ ýêîíîìèêó [6℄.

Óñëîæíåíèå â XX â. ïðîáëåì ýêîíîìèêè è óïðàâëåíèÿ âûçâàëî äàëüíåé-

øåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ èõ àíàëèçà. Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ íàêîïëåííîãî

îïûòà è åñòåñòâåííîé ýâîëþöèè íàóêè çà ïîñëåäíèå äâåñòè ëåò ñëîæè-

ëàñü ñîâðåìåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ

ïðîáëåì êàê íà ìèêðî-, òàê è ìàêðîóðîâíÿõ, îïèðàþùàÿñÿ íà ñèñòåìíûé

ïîäõîä. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ñèñòåìíîñòè, áåç êîòîðîãî íåâîçìîæíî

ý��åêòèâíîå óïðàâëåíèå, âêëþ÷àåò íàðÿäó ñ ñîäåðæàòåëüíûì àíàëèçîì

èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ.
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Ñîâðåìåííûé ýòàï ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè â �îññèè õàðàê-

òåðèçóåòñÿ âíåäðåíèåì â ïðàêòèêó ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è

ìîäåëåé íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ. Íà ýòîì ýòà-

ïå âîçðàñòàåò ðîëü ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êàê îäíî-

ãî èç ñðåäñòâ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýêîíîìèêè, ñâÿçàííîãî ñ íàó÷íûì îáîñ-

íîâàíèåì ïóòåé ïîñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ è ïðîãíîçàìè â ðûíî÷íûõ óñëî-

âèÿõ.

Ê îáúåêòèâíûì ïðè÷èíàì, îãðàíè÷èâàþùèì ý��åêòèâíîñòü è âîç-

ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè àíà-

ëèçå ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñëåäóåò îòíåñòè ðàçíîîáðàçèå îáúåêòîâ

ìîäåëèðîâàíèÿ: äëÿ óêàçàííîé îáëàñòè õàðàêòåðíû ýëåìåíòû óïðàâëÿ-

åìîñòè è ñòèõèéíîñòè, äåòåðìèíèðîâàííîñòè è ñëó÷àéíîñòè, ñî÷åòàíèå

ïðîöåññîâ ïðîèçâîäñòâåííîé è ñîöèàëüíîé íàïðàâëåííîñòè. Ïîýòîìó äî

ñèõ ïîð íå ñóùåñòâóåò îêîí÷àòåëüíî ñ�îðìèðîâàâøåãîñÿ ïîäõîäà ê àíà-

ëèçó è ïðîãíîçèðîâàíèþ ïðîöåññîâ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè, âñëåäñòâèå ÷åãî

ðàñ÷åòû íåðåäêî íîñÿò ïðåèìóùåñòâåííî ìîäåëüíî-îöåíî÷íûé õàðàêòåð.

Èçâåñòíû íåñêîëüêî êëàññè�èêàöèé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ [6℄, òàêîé êëàññè�èêàöèè ëåæàò òàêèå

ïðèçíàêè:

1) íàçíà÷åíèå (èìèòàöèîííûå, áàëàíñîâûå, ñåòåâûå, îïòèìèçàöèîí-

íûå ìîäåëè);

2) ñòåïåíü ó÷åòà ñëó÷àéíûõ �àêòîðîâ (ñòîõàñòè÷åñêèå, äåòåðìèíèðî-

âàííûå ìîäåëè);

3) ñïîñîá îïèñàíèÿ (àíàëèòè÷åñêèå, ýêîíîìåòðè÷åñêèå, ñìåøàííûå

ìîäåëè);

4) ñïîñîá ó÷åòà èçìåíåíèé ïðîöåññà ïî âðåìåíè (ñòàòè÷åñêèå, ìíîãî-

øàãîâûå, äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè);

5) òî÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé

(ëèíåéíûå, íåëèíåéíûå ìîäåëè).

Äðóãîé ïîäõîä ê êëàññè�èêàöèè ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ñâÿçàí ñ ó÷åòîì �àêòîðà âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïîäõîäå âñå ìîäåëè ýêîíî-

ìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ äåëÿò íà äâà êëàññà: ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå.

Â ñòàòè÷åñêèõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âñå ïåðåìåííûå è çà-

âèñèìîñòè îòíåñåíû ê îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Ìîäåëü �îðìàëüíî ÿâ-

ëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè õîòÿ áû îäíà èç åå ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò

âðåìåíè.

Ñóùåñòâóåò äâà ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïåðâàÿ

îñíîâàíà íà ïîñòàíîâêå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, êîãäà íàðÿäó ñ ìîäåëÿ-

ìè �îðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè. Â ðàìêàõ òàêîãî

íàïðàâëåíèÿ íà îñíîâàíèè àíàëèçà ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ âûñêàçûâàþòñÿ òå

197



7.Ï�ÈËÎÆÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

èëè èíûå ðåêîìåíäàöèè. Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè ðàçëè÷-

íûõ âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ èí�îðìàöèÿ î äèíàìèêå ïðîöåññà â áàçîâîì ïåðèî-

äå.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé âêëþ-

÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû: îïèñàíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òåõíî-

ëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ïðîèçâîäñòâà è èíâåñòèöèîííûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå

îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå (íàïðèìåð ýêîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà); ïðè

ïîñòàíîâêå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ � êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè. Ìàòåìà-

òè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî,

ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèáî ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â ñëó÷àå

ìîäåëåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì), ëèáî ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

(â ñëó÷àå ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì)

Ïðè àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ýêîíîìèêè áîëüøîé òåîðåòè-

÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ìîäåëåé â çà-

âèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì çàäà÷à

óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé ïî îòíîøåíèþ ê òåì èëè èíûì âîç-

ìóùåíèÿì. �åçóëüòàòîì òàêèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà ñâîå-

âðåìåííûõ ðåêîìåíäàöèé ïî ïðåäîòâðàùåíèþ âîçíèêàþùèõ ïðîáëåì â

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, â ÷àñòíîñòè, ïî îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà ïîïàäà-

íèÿ ñèñòåìû â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèè ÎÄÓ â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîãî ýêîíî-

ìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ñî-

öèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèì ðàçâèòèåì ðåãèîíà [37℄. Êîíöåïöèÿ òàêîãî óïðàâ-

ëåíèÿ îñíîâàíà íà ñèíòåçèðîâàííîé ìîäåëè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ (îáðàò-

íàÿ çàäà÷à ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ). Ìîäåëü ââîäèò òðè îñíîâíûõ ïîêàçàòå-

ëÿ ðåãèîíà: x(t) � íàñåëåíèå ðåãèîíà, y(t) � êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ ìåñò â ðå-
àëüíîì ñåêòîðå ýêîíîìèêè ðåãèîíà, à z(t) � ïîêàçàòåëü ýíåðãîñíàáæåíèÿ
ðåãèîíà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè � ñèñòåìà äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèÿ òðåõ ââåäåííûõ êëþ-

÷åâûõ ïîêàçàòåëåé. Ñ ïîìîùüþ êîý��èöèåíòîâ (âñåãî èõ äåâÿòü) �îðìè-

ðóþòñÿ ìåõàíèçìû ðåàëèçàöèè ðåãèîíàëüíûõ ïîëèòèê, íàïðàâëåííûõ íà

äîñòèæåíèå öåëè ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ.

Ñèñòåìû ÎÄÓ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå åñòåñòâåííîíàó÷íîé

è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çíà÷åíèÿ ðåãèîíàëüíûõ ïîêà-

çàòåëåé ý��åêòèâíîñòè x(t), y(t) è z(t), êîòîðûå ñ÷èòàåì íåïðåðûâíûìè

è äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè âðåìåíè.

�àññìîòðèì ýòàïû �îðìèðîâàíèÿ ìîäåëè â ñæàòîé �îðìå. Íà÷íåì ñ

òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ x′(t) � ýòî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñå-

ëåíèÿ, êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà êàê ñ ÷èñëåííîñòüþ íàñå-
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ëåíèÿ, òàê è ñ êîëè÷åñòâîì ðàáî÷èõ ìåñò â ðåàëüíîé ýêîíîìèêå ðåãèîíà

y(t) � ïîêàçàòåëåì ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ è ñ ïîêàçàòåëåì ýíåðãîîáåñ-

ïå÷åííîñòè ðåãèîíà z(t). Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ x(t) ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñ-
ëåííîñòè ñàìîãî íàñåëåíèÿ ðåãèîíà, ò.å. ÷åì áîëüøå íàñåëåíèå, òåì âûøå

òåìï ðîñòà åãî ÷èñëåííîñòè:

x′(t) = u1(t)x(t), (7.1)

ãäå u1(t) � êîý��èöèåíò äåìîãðà�è÷åñêîé àêòèâíîñòè.
Îïðåäåëèì âëèÿíèå ïîêàçàòåëåé y(t) è z(t) íà òåìïû ïðèðîñòà íàñå-

ëåíèÿ. Êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ ìåñò â ðåàëüíîì ñåêòîðå ýêîíîìèêè ðåãèîíà

îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ðàáîòíèêîâ â ïðîèçâîäñòâåííîì

ñåêòîðå, íåîáõîäèìûì äëÿ ïðîèçâîäñòâà îïðåäåëåííîãî àññîðòèìåíòà òî-

âàðîâ è óñëóã.

Ïðè äàííîì çíà÷åíèè x(t) êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ ìåñò â ðåàëüíîé ýêî-

íîìèêå y(t) ñíèçèò òåìïû ïðèðîñòà íàñåëåíèÿ íà u2(t)x(t) y(t), ãäå u2(t)
� êîý��èöèåíò àíòèìîòèâàöèè ëþäåé ê äåòîðîæäåíèþ. Êðîìå òîãî, äëÿ

äàííîãî çíà÷åíèÿ x(t) ýíåðãîñíàáæåíèå z(t) óâåëè÷èò òåìïû ïðèðîñòà íà-

ñåëåíèÿ ðåãèîíà íà âåëè÷èíó u3(t)x(t) z(t), ãäå u3(t) � êîý��èöèåíò ýíåð-
ãîñíàáæåíèÿ ðåãèîíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷åì áîëüøå ýíåðãèè ïîñòóïàåò â

ðåãèîí, òåì âûøå òåìïû ïðèðîñòà íàñåëåíèÿ â ðåãèîíå. Òàêèì îáðàçîì,

ïåðâîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x′(t) = u1(t)x(t) − u2(t)x(t) y(t) + u3(t)x(t) z(t). (7.2)

Îáðàùàÿñü òåïåðü ê èçìåíåíèþ êîëè÷åñòâà ðàáî÷èõ ìåñò â ðåàëüíîì

ñåêòîðå ðåãèîíà y(t), îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ y′(t) � ýòî ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Â òî æå âðåìÿ ýòà ñêîðîñòü

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ðàáî÷èõ ìåñò â ðåàëüíîì ñåêòîðå:

÷åì áîëüøå ðàáî÷èõ ìåñò â íåì ñîçäàíî, òåì ñëîæíåå óâåëè÷èòü êîëè÷å-

ñòâî ðàáî÷èõ ìåñò:

y′(t) = −u4(t) y(t), (7.3)

ãäå u4(t) � êîý��èöèåíò çàèíòåðåñîâàííîñòè ëþäåé â ýêîíîìè÷åñêîì ðàç-

âèòèè. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè y(t), åñëè ëþäè çàèíòåðåñîâàíû â ýêîíî-

ìè÷åñêîì ðàçâèòèè, ïðèðîñò íàñåëåíèÿ ðåãèîíà x(t) óâåëè÷èò òåìïû ðàç-

âèòèÿ ðåàëüíîãî ñåêòîðà íà âåëè÷èíó u5(t)x(t) y(t), ãäå u5(t) � êîý��è-

öèåíò çàèíòåðåñîâàííîñòè ëþäåé â ýêîíîìè÷åñêîì ðàçâèòèè. Ïðîÿâëåíèå

òàêîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó îíî ñîñòàâëÿåò îñíîâó

ñàìîñîõðàíåíèÿ îáùåñòâà. Íåïðîÿâëåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ïðèâåäåò ê ñà-

ìîóíè÷òîæåíèþ îáùåñòâà. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè y(t) ýíåðãîñíàáæåíèå
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ðåãèîíà z(t) óâåëè÷èò ñêîðîñòü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà y(t) íà âåëè÷èíó

u6(t) y(t) z(t), ãäå u6(t) � êîý��èöèåíò ýíåðãîñíàáæåíèÿ ðàáî÷èõ ìåñò.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åì áîëüøå ýíåðãèè èäåò íà ðàçâèòèå ðåàëüíîãî ñåêòîðà

ýêîíîìèêè, òåì âûøå ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò. Òàêèì îáðàçîì, äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ èíäèêàòîðà y(t) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

y′(t) = −u4(t) y(t) + u5(t)x(t) y(t) + u6(t) y(t) z(t). (7.4)

Îáðàùàÿñü ê ïîêàçàòåëþ ýíåðãîñíàáæåíèÿ ðåãèîíà z(t), îòìåòèì, ÷òî
åãî ïðîèçâîäíàÿ z′(t) � ýòî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãîñíàáæåíèÿ ðåãèîíà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëü-

íà êîëè÷åñòâó ïîòðåáëÿåìîé ýíåðãèè, ò.å., ÷åì áîëüøå ýíåðãèè ïîòðåáëÿ-

åòñÿ â îáùåñòâå, òåì âûøå ñêîðîñòü ðîñòà ýíåðãîñíàáæåíèÿ:

z′(t) = u7(t) z(t), (7.5)

ãäå u7(t) � �àêòîð ðàçâèòèÿ ýíåðãîñíàáæåíèÿ ðåãèîíà.

Ïðè äàííîì çíà÷åíèè z(t) ïðèðîñò íàñåëåíèÿ ðåãèîíà x(t) ñíèçèò ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ íà âåëè÷èíó u8(t)x(t) z(t), ãäå u8(t)
� êîý��èöèåíò ñîîòâåòñòâèÿ íàñåëåíèÿ ýíåðãîñíàáæåíèþ. Ïî ìåðå óâå-

ëè÷åíèÿ íàñåëåíèÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãîñíàáæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.

Äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ z(t) óâåëè÷åíèå ÷èñëà ðàáî÷èõ ìåñò â ðåàëüíîì
ñåêòîðå y(t) óìåíüøèò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãîñíàáæåíèÿ íà âåëè÷è-

íó u9(t) y(t) z(t), ãäå u9(t) � êîý��èöèåíò ñîîòâåòñòâèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî

ðàçâèòèÿ è ýíåðãîñíàáæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷åì âûøå òåìïû ðîñòà

ðåàëüíîãî ñåêòîðà ðåãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè, òåì íèæå ýíåðãîïîòðåáëå-

íèå íà ðàáî÷åå ìåñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ

èíäèêàòîðà z(t) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

z′(t) = u7(t) z(t)− u8(t)x(t) z(t)− u9(t) y(t) z(t). (7.6)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü óïðàâëåíèÿ óñòîé÷èâûì ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèì

ðàçâèòèåì ðåãèîíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x′(t) = u1(t)x(t) − u2(t)x(t) y(t) + u3(t)x(t) z(t),

y′(t) = −u4(t) y(t) + u5(t)x(t) y(t) + u6(t) y(t) z(t), (7.7)

z′(t) = u7(t) z(t)− u8(t)x(t) z(t)− u9(t) y(t) z(t),

ãäå êîý��èöèåíòû ui (i = 1, 2, ..., 9) â ñèñòåìå óðàâíåíèé (7) ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé ñëåäóþùèå �àêòîðû: u1 � êîý��èöèåíò äåìîãðà�è÷åñêîé àê-

òèâíîñòè; u2 � êîý��èöèåíò àíòèìîòèâàöèè ëþäåé ê äåòîðîæäåíèþ; u3
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� êîý��èöèåíò ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ; u4 � êîý��èöèåíò çàèíòåðåñîâàííî-

ñòè ëþäåé â ýêîíîìè÷åñêîì ðàçâèòèè; u5 � êîý��èöèåíò ýêîíîìè÷åñêî-

ãî ðàçâèòèÿ ðåàëüíîãî ñåêòîðà; u6 � êîý��èöèåíò ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ íà
ðàáî÷åå ìåñòî; u7 � êîý��èöèåíò ýíåðãîîáåñïå÷åíèÿ ðåãèîíà; u8 � êî-

ý��èöèåíò ñîîòâåòñòâèÿ íàñåëåíèÿ ýíåðãîñíàáæåíèþ; u9 � êîý��èöèåíò
ñîîòâåòñòâèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ýíåðãîñíàáæåíèþ.

7.2. Ìîäåëè åñòåñòâåííûõ íàóê

1°. �àçâèòèå ïîïóëÿöèé õèùíèê �æåðòâà. �àññìîòðèì ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ ìîäåëü ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé äâóõ âèäîâ. Îäíà èç íèõ � õèùíèêè,

äðóãàÿ � èõ äîáû÷à. Ïóñòü x(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè æåðòâ, y(t) �
÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õèùíèêè â îòñóò-

ñòâèå æåðòâ íåæèçíåñïîñîáíû, æåðòâû æå áåç õèùíèêîâ ïðîöâåòàþò. Ýòè

ïðåäïîëîæåíèÿ íàõîäÿò ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå â ñëåäóþùåé ñèñòåìå

ÎÄÓ (ìîäåëü Ëîòêè �Âîëüòåððû):

x′ = ε1 x− γ1 x y,

y′ = −ε2 y + γ2 x y. (7.8)

Åñëè ñ÷èòàòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíûìè, òî ðàçíûå

çíàêè ïåðåä âòîðûìè ñëàãàåìûìè ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âñòðå÷à

õèùíèêà ñ æåðòâîé èäåò íà ïîëüçó ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ, òîãäà êàê ïîïó-

ëÿöèÿ æåðòâ óáûâàåò. Çàìåòèì, ÷òî â ìîäåëü (7.8) íå ó÷èòûâàåòñÿ âíóò-

ðèâèäîâàÿ êîíêóðåíöèÿ.

Íà ðèñ. 7.1 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâ õèùíèêîâ

è æåðòâ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè, à íà ðèñ. 7.2 � äèíàìèêà èçìåíåíèé ýòèõ

êîëè÷åñòâ âî âðåìåíè.

Åñëè â ñèñòåìå (7.8) ó÷åñòü âíóòðèâèäîâóþ êîíêóðåíöèþ, òî ê ïðàâîé

÷àñòè ìîæíî äîáàâèòü ñëàãàåìûå δ1 x
2
, δ2 y

2
ñîîòâåòñòâåííî (ïðèìåð ñì.

íà ðèñ. 7.3):

x′ = ε1 x− γ1 x y − δ1 x
2,

y′ = −ε2 y + γ2 x y − δ2 y
2. (7.9)

Îòìåòèì ÿâíûå íåäîñòàòêè ñèñòåìû Ëîòêè �Âîëüòåððû. Ñëàãàåìîå

γ2 x y â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7.8) îçíà÷àåò êîëè-

÷åñòâî æåðòâ, ñúåäàåìûõ â ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ ÷èñëåííîñòüþ y(t). Ïðè
ýòîì õèùíèê åñò òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøåæåðòâ âîêðóã, è ïðåäåëà åãî ïðî-

æîðëèâîñòè íåò. Áîëåå ðàçóìíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
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�èñ. 7.1

�èñ. 7.2

÷òî ñóùåñòâóåò âåðõíèé ïðåäåë êîý��èöèåíòà õèùíè÷åñòâà, ò.å. ÷òî õèù-

íèê ïåðåñòàåò èñòðåáëÿòü æåðòâ, êîãäà íàñûùàåòñÿ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå

ìîæíî ó÷åñòü çàìåíîé êîý��èöèåíòà ïðîæîðëèâîñòè γ1 x íà, íàïðèìåð,

êîý��èöèåíò òèïà w x/(D+ x). Óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì ñè-
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�èñ. 7.3

ñòåìà (ìîäåëü Õîëëèíãà�Òýííåðà) áóäåò èìåòü âèä

x′ = ε1 x− δ1 x
2 − w xy

D + x
,

y′ = −ε2 y −
δ2 y

2

x
. (7.10)

Ïðèìåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â ñèñòåìå (7.10) ïîêàçàí íà ðèñ. 7.4, à �à-

çîâûå êðèâûå ñèñòåìû õèùíèê �æåðòâà äëÿ äàííîé ìîäåëè èçîáðàæåíû

íà ðèñ. 7.5.

�èñ. 7.4

203



7. Ï�ÈËÎÆÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

�èñ. 7.5

-π π

-2

-1

1

2

�èñ. 7.6

2°. Ìàÿòíèê. Ìàÿòíèê äëèíîé a èìååò áîá ìàññîé m, íà êîòîðûé

äåéñòâóåò ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà mω2 a sin θ, ãäå θ � îòêëîíåíèå ìàÿòíèêà
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�èñ. 7.7

îò âåðòèêàëè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýòîãî ìàÿòíèêà èìååò âèä

θ̈ = ω2
(
cos θ − λ

)
sin θ,

èëè

ẋ1 = x2,

ẋ2 = ω2
(
cosx1 − λ

)
sinx1. (7.11)

Íà ðèñ. 7.6 ïðèâåäåíû �àçîâûå òðàåêòîðèè êîëåáàíèé ýòîãî ìàÿòíèêà, à

ñõåìà åãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 7.7.

3°. �àñïðîñòðàíåíèå ìàëÿðèè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàñòåò èíòåðåñ ê

âîçäåéñòâèþ ãëîáàëüíîãî ïîòåïëåíèÿ íà ýïèäåìèîëîãèþ ìàëÿðèè è äðó-

ãèõ òðàíñìèññèâíûõ çàáîëåâàíèé. Â ñâÿçè ñ "ïàðíèêîâûì ý��åêòîì",

ñðåäíåãîäîâàÿ ãëîáàëüíàÿ ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà íà ïîâåðõíîñòè, êàê îæè-

äàåòñÿ, ê 2100 ã. óâåëè÷èòñÿ íà âåëè÷èíó îò 1,0 äî 3,5°C. Âîçäåéñòâèå

ãëîáàëüíîãî ïîòåïëåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ Âñåìèðíîé

îðãàíèçàöèåé çäðàâîîõðàíåíèÿ êàê îäíà èç ñàìûõ ñåðüåçíûõ ïðîáëåì îá-

ùåñòâåííîãî çäðàâîîõðàíåíèÿ â ñëåäóþùåì ñòîëåòèè. Áîëåå âûñîêèå òåì-

ïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû, â äèàïàçîíå 20 .. 31°C, âëèÿþò íà ïåðåäà-

÷ó ìàëÿðèè íåñêîëüêèìè ïóòÿìè: (à) ðàçâèòèå àíî�åëåñîâ (ìàëÿðèéíûõ

êîìàðîâ) ñîêðàùàåòñÿ; (á) ñïîñîáíîñòü ê óêóñàì ñàìîê êîìàðîâ óâåëè-

÷èâàåòñÿ, òàê êàê èõ ãîíàäîòðîïíûé öèêë ñîêðàùàåòñÿ; (ñ) âíåøíèé èí-

êóáàöèîííûé ïåðèîä ïëàçìîäèÿ óìåíüøàåòñÿ ïî ýêñïîíåíòå. Â ðåçóëüòà-
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òå íåáîëüøîå ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó

óâåëè÷åíèþ àêòèâíîñòè êîìàðîâ.

Åñëè ãðóïïó ëþäåé ðàçäåëèòü íà ñåìü ïîäãðóïï: âîñïðèèì÷èâûõ (x1),
èíêóáàöèîííûõ (x2), èí�èöèðîâàííûõ (x3), èìåþùèõ èììóíèòåò (x4),
èìåþùèõ ÷àñòè÷íûé èììóíèòåò (x5), íå èìåþùèõ èììóíèòåòà, íî ñ èì-

ìóíîëîãè÷åñêîé ïàìÿòüþ (x6) è èíêóáàöèîííûõ ïîñëå ïîâòîðíîãî çàðà-

æåíèÿ (x7), òî êîëè÷åñòâî ýòèõ ëþäåé â ãðóïïàõ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé
ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ1 = µ+ (θ + α)x2 + p3 x6 − (h y3 + µ)x1,

ẋ2 = h y3 x1 − (θ + γ1 + µ+ α)x2,

ẋ3 = γ1 x2 − (γ + µ)x3,

ẋ4 = γ x3 + h y3 x5 + γ1 x7 − (p1 + µ)x4, (7.12)

ẋ5 = p1 x4 − (h y3 + p2 + µ)x5,

ẋ6 = p2 x5 + θ x7 − (h y3 + p3 + µ)x6,

ẋ7 = h y3 x6 − (θ + γ1 + µ)x7,

ãäå µ è α � åñòåñòâåííàÿ è äè��åðåíöèàëüíàÿ ñìåðòíîñòü ÷åëîâåêà �

íîñèòåëÿ çàáîëåâàíèÿ, θ � åñòåñòâåííàÿ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè ê ìàëÿðèè,
γ−1
1 è γ−1

� ñðåäíèå ïåðèîäû âðåìåíè, íåîáõîäèìûå äëÿ èíèöèèðîâàíèÿ

âûðàáîòêè ãàìåòîöèòîâ è ñîçäàíèÿ ý��åêòèâíîãî èììóííîãî îòâåòà, p1,
p2, p3 � ñêîðîñòè, ñ êîòîðûõ òåðÿþòñÿ çàùèòíûé èììóíèòåò, ÷àñòè÷íûé

èììóíèòåò è èììóíîëîãè÷åñêàÿ ïàìÿòü, h � ÷àñòîòà èíîêóëÿöèé.

Ïîïóëÿöèÿ êîìàðîâ äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè � y1, y2 è y3: âîñïðèèì÷è-
âûõ, èíêóáàöèîííûõ (èí�èöèðîâàííûõ, íî íå èí�åêöèîííûõ) è èí�åê-

öèîííûõ. Ýòà ïîïóëÿöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

ẏ1 = k
s1(T )

s1(T ) + µe(T )
(y1 + y2 + y3)− (v x3 + µ0 + α0) y1,

ẏ2 = v x3 y1 −
[
s2(T ) + µ0 + α0

]
y2, (7.13)

ẏ3 = s2(T ) y2 − (µ0 + α0) y3,

ãäå µ0 è α0 � åñòåñòâåííàÿ è èíäóöèðîâàííàÿ ñìåðòíîñòü êîìàðîâ, k è

µe(T ) � ïîêàçàòåëè ÿéöåêëàäêè è ÿéöåêëåòêè, ñòàíîâÿùèõñÿ íåæèçíåñïî-
ñîáíûìè, s−1

1 (T ) è s−1
2 (T ) � ïðîäîëæèòåëüíîñòü öèêëà îò ÿéöà äî çðåëîãî

âçðîñëîãî è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñïîðîãîíèè ó êîìàðà, v � ñêîðîñòü ïåðå-
äà÷è. Äàæå åñëè ñêîðîñòü ÿéöåêëàäêè ìîæåò çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû,

êîòîðàÿ îáîçíà÷åíà ñèìâîëîì T , îíà îãðàíè÷åíà è çàâèñèò òîëüêî îò ïà-

ðàìåòðîâ s1, s2 è µe.
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8. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎ-ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ

ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

8.1. Èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîìîùüþ ðÿäîâ

Â ìíîãèõ ñëó÷àåâ ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå âñåãäà

óäàåòñÿ âûðàçèòü â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ. Îäíàêî èíòåãðàëû íåêîòî-

ðûõ (â ïåðâóþ î÷åðåäü ëèíåéíûõ) äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Îáû÷íî ðåøåíèå òàêèõ óðàâ-

íåíèé èùóò â âèäå îäíîãî èç ðÿäîâ:

y =
∞∑

k=0

ak (x− x0)
k, y =

∞∑

k=0

y(k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Ïåðâûé ñëó÷àé ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êî-

ý��èöèåíòîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò ak. Ýòè êîý��èöèåíòû íà-

õîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ y è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâ-
íåíèå è ïðèðàâíèâàíèåì êîý��èöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ðàç-

íîñòè (x− x0) â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà.
Âòîðîé ñëó÷àé îáû÷íî ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì äè��åðåíöèðîâà-

íèåì óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ÷ëå-

íîâ ðÿäîâ, íî ÷àùå ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãà-

åìûõ. Îáà ñëó÷àÿ òàêæå ïðèìåíèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ è îáùèõ ðåøåíèé, è

÷àñòíûõ.

Ïðèìåð 8.1. Ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − x y′ + y = ex.

◭ �åøåíèå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

y =

∞∑

k=0

ak x
k.

Ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä è ïðåäñòàâëåíèå sinx â âèäå ðÿäà Ìàêëîðåíà â èñ-

õîäíîå óðàâíåíèå:

( ∞∑

k=0

ak x
k
)′′

− x
( ∞∑

k=0

ak x
k
)′

+

∞∑

k=0

ak x
k =

∞∑

k=0

xk

k!
.
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Ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðóÿ è ñäâèãàÿ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì

∞∑

k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2 x
k − x

∞∑

k=0

(k + 1) ak+1 x
k +

∞∑

k=0

ak x
k =

∞∑

k=0

xk

k!
.

Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè xk:

(k + 2)(k + 1)ak+2 − k ak + ak =
1

k!
,

èëè

ak+2 =
1

(k + 2)(k + 1)

[
(k − 1) ak +

1

k!

]
.

Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû a0 è a1 áóäóò èãðàòü ðîëü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ. ◮

Ïðèìåð 8.2. Íàéòè ÷åòûðå ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

ðåøåíèÿ y = y(x) óðàâíåíèÿ y′′ = e−xy
, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì y(0) = 1, y′(0) = 0.
◭ Ôóíêöèÿ e−xy

ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì x è y â

îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ â ëþáîé

òî÷êå ïëîñêîñòè XOY .
Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

y =

∞∑

k=0

y(k)(0)

k!
xk = y(0) +

y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 + ...

Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y′′(0) = 1. Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè èñ-

õîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y′′′ =
d

dx

(
e−xy

)
=

∂

∂x

(
e−xy

)
+

∂

∂y

(
e−xy

)
y′ =

= −y e−xy − x e−xy y′ = −(y + x y′) y′′;

yIV = −(y′ + y′ + x y′′) y′′ − (y + x y′) y′′′ = −(2 y′ + x y′′) y′′ − (y + x y′) y′′′;

yV = −(3 y′′ + x y′′′) y′′ − 2 (2 y′ + x y′′) y′′′ − (y + x y′) yIV .

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî

y′′′(0) = −1, yIV (0) = 1, yV (0) = −4.
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Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïÿòè ÷ëåíîâ

áóäåò èìåòü âèä

y = 1 +
x2

2!
− x3

3!
+
x4

4!
− 4 x5

5!
+ ... ◮

8.2. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

ẋ = f(x, t; ε), x(t0) = φ(ε), (8.1)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, f(x, t; ε) è φ(ε) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè

ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

áóäåò äè��åðåíöèðóåìûì ïî ïàðàìåòðó ε.
Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ

x(t; ε) â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0. Êîý��èöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ

ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Ïðåäñòàâèì x(t; ε) â âèäå ñóììû

x(t; ε) = x0(t) + ε x1(t) + ...+ εn xn(t) + o(εn) (8.2)

è ïîäñòàâèì ðÿä (8.2) â óðàâíåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå (8.1):

ẋ0(t) + ε ẋ1(t) + ... = f
(
x0(t) + ε x1(t) + ..., t; ε

)
, (8.3)

x0(t0) + ε x1(t0) + ... = φ0 + ε φ1 + ..., (8.4)

ãäå φ0, φ1, ... � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè φ(ε) â ðÿä Ìàêëîðå-

íà.

�àçëîæèì �óíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè (8.3) è ïðèðàâíÿåì êîý��èöè-

åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ. Ó÷èòûâàÿ òî,

÷òî

f
(
x0(t) + ε x1(t) + ..., t; ε

)
= f

(
x0(t), t; 0

)
+

+ ε
[
f ′
x(·)

(
x1(t) + 2 ε x2(t) + ...

)
+ f ′

ε(·)
]∣∣∣∣

ε=0

+

+
ε2

2

[
f ′′
xx(·)

(
x1(t) + 2 ε x2(t) + ...

)2
+ 2 f ′′

xε(·)
(
x1(t) + 2 ε x2(t) + ...

)
+

+ f ′
x(·)

(
2 x2(t) + 6 ε x3(t) + ...

)
+ f ′′

εε(·)
]∣∣∣∣

ε=0

+ ...,
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ãäå ñèìâîëàìè (·) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå
(
x0(t)+ε x1(t)+ ..., t; ε

)
, ïîëó÷èì

ÎÄÓ äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

ẋ0(t) = f
(
x0(t), t; 0

)
, x0(t0) = φ0. (8.5)

ÎÄÓ äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

ẋ1(t) = f ′
x

(
x0(t), t; 0

)
x1(t) + f ′

ε

(
x0(t), t; 0

)
, x1(t0) = φ1, (8.6)

äëÿ âòîðîãî �

ẋ2(t) = f ′
x

(
x0(t), t; 0

)
x2(t) + f ′′

xε

(
x0(t), t; 0

)
x1(t)+

+
1

2

[
f ′′
xx

(
x0(t), t; 0

)
x21(t) + f ′′

εε

(
x0(t), t; 0

)]
, x2(t0) = φ2. (8.7)

Âñå âûïèñàííûå óðàâíåíèÿ, êðîìå óðàâíåíèÿ äëÿ íóëåâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à èõ

ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ �îðìóë,

åñëè óäàñòñÿ ïîëó÷èòü x0(t). Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿÿ ðåøå-

íèÿ ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé â î÷åðåäíûå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì íîâûå

ïðèáëèæåíèÿ. Íî íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, àñèìïòîòè-

÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðèãîäíî òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [t0, T ]. Äëÿ
áåñêîíå÷íûõ ïðîìåæóòêîâ íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü äðóãèå �îðìóëû.

Ïðèìåð 8.3. Ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà íàéòè ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè:

ẋ− ε x− ex−t = 0, x(0) = −ε.

◭ �åøåíèå èùåì â âèäå:

x(t; ε) = x0(t) + ε x1(t) + ε2 x2(t) + ...

Ïîäñòàâèì äàííîå ðàçëîæåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿåì êîý�-

�èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

ẋ0 = ex0−t, x0(0) = 0,

ẋ1 = x0 + ex0−t x1, x1(0) = −1,

ẋ2 = x1 + ex0−t
(
x2 + x21/2

)
, x2(0) = 0,

... ... ... ...

Èç ïåðâûõ óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íàõîäèì, ÷òî x0(t) = t. Ïîä-
ñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

ẋ1 = t+ x1, x1(0) = −1,
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îòêóäà íàõîäèì, ÷òî x1(t) = −t− 1.
Òåïåðü ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ x0(t) è x1(t) âìåñòî ýòèõ

�óíêöèé â óðàâíåíèå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå âûêëàäîê, ïî-

ëó÷èì, ÷òî

ẋ2 = t2/2− 1/2 + x2, x2(0) = 0.

�åøàÿ ýòó íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, âû÷èñëÿåì x2(t) â âèäå x2(t) =
(
− t2− 2 t−

1 + et
)
/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

èìååò ñëåäóþùóþ �îðìó:

x(t) = t− ε (t+ 1) +
ε2

2

(
et − t2 − 2 t− 1

)
. ◮

8.3. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè:

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0, (8.8)

îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé Ïèêàðà (â ÷àñòíîñòè, ñì. ïîäðàçäåë 2.8). Ïåðåéäåì îò çàäà÷è (8.8) ê

ýêâèâàëåíòíîìó åé èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
x(τ), τ

)
dτ. (8.9)

Íà îñíîâå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé:

x0(t) = x0,

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
x0(τ), τ

)
dτ,

x2(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
x1(τ), τ

)
dτ,

... ... ... ... ... ... ... (8.10)

xk(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(
xk−1(τ), τ

)
dτ,

... ... ... ... ... ... ...
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Â ðàìêàõ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè äîêàçàíà ðàâ-

íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ðåøåíèþ. Åñëè óäàåòñÿ

âû÷èñëèòü èíòåãðàëû â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øîì k ìîæíî ïîëó÷èòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 8.4. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ çàäà÷è Êîøè:

ẋ = 1− t− 3 x+ 3 x2 − x3, x(0) = 1.

0. 0.5 1. 1.5 2. 2.5
-2

-1

0

1

2

3

x0

x1

x2

x3

x4

x


�èñ. 8.1

◭ Äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè XOY âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé:

x0 = 1,

x1 = 1− x2

2
,

x2 = 1− x2

2
+
x7

56
,

x3 = 1− x2

2
+
x7

56
− x12

896
+

3 x17

106624
− x22

3863552
,

x4 = 1− x2

2
+
x7

56
− x12

896
+

33 x17

426496
− 47 x22

11941888
+

361 x27

2101772288
−
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− 11871 x32

1883187970048
+

790667 x37

4145838316060672
− 1069 x42

224099368435712
+

+
310503 x47

3244062457475366912
− 76623 x52

53388985337387155456
+

+
1081 x57

73440052228804050944
− 9 x62

98677964914244452352
+

+
x67

3863981943017739124736
.

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûëî ïîëó÷åíî ïðèáëèæåí-

íîå ðåøåíèå x̂(t) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî 10−7
. Ôóíêöèè

xk(t) (k = 0, 1, 2, 3, 4), à òàêæå x̂(t) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8.1.
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Ï�ÈËÎÆÅÍÈß

Ï.1. Ñïèñîê ñîêðàùåíèé è îáîçíà÷åíèé

ÄÓ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ÄÓâ×Ï äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ÈÓ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ÈÄÓ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ËÄÎ ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

ÎÄÓ îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

N0 = N ∪ {0} ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

R ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (R = (−∞,+∞))
R

+
ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R
k

R× R× ...× R

Z ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

i ìíèìàÿ åäèíèöà

δij ñèìâîë Êðîíåêåðà

I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà

⊺ ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö

diag(e1, ..., ek) äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè e1,
..., ek

col âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç àðãóìåíòîâ �óíêöèè col
(2 k)!! 2 · 4 · ... · 2 k
(2 k − 1)!! 1 · 3 · ... · (2 k − 1)

◭ íà÷àëî ðåøåíèÿ

◮ êîíåö ðåøåíèÿ

H = {hij}, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., m � n×m-ìàòðèöà H ñ ýëåìåíòàìè hij :

H =









h11 h12 ... h1m

h21 h22 ... h2m

... ... ... ...
hn1 hn2 ... hnm









|H| = det(H) � îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé (n× n) ìàòðèöû H
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Ïðèëîæåíèÿ

Ï.2. �åøåíèå ÄÓ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ

1°. Axiom

Äëÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓ â ñðåäå Axiom ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ââåñòè îïåðàòîð

äëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè â �îðìå

y := operator 'y

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî çàïèñàòü ñàìî óðàâíåíèå (çäåñü y′′ + y′ + y = 0):

deq := D(y x,x,2)+D(y x, x)+y x=0

à çàòåì âûçâàòü �óíêöèþ äëÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓ:

solve(deq,y,x)

�åçóëüòàò � ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç îñîáîãî ðåøåíèÿ è �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (y(0) = y′(0) =
1) �îðìà êîìàíäû áóäåò òàêîé:

solve(deq, y, x = 0, [1,1℄)

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ �óíêöèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ëèíåéíûå ÎÄÓ

íå òîëüêî ñ ïîñòîÿííûìè, íî è ñ ïåðåìåííûìè (ðàöèîíàëüíûìè è àëãåáðàè÷å-

ñêèìè) êîý��èöèåíòàìè, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà è äð.

2°. Maple

Îáðàòèìñÿ ê ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïàêå-

òå Maple. Îñíîâíîé �óíêöèåé äëÿ ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ dsolve,

êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèå âàðèàíòû âûçîâà:

dsolve(ODE)

dsolve(ODE,y(x),options)

dsolve({ODE,IC},y(x),options)

ãäå ODE � ÎÄÓ èëè ñèñòåìà ÎÄÓ, y(x) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ îäíîé íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé èëè âåêòîð íåèçâåñòíûõ, IC � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, options �

äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Êðîìå òîãî, ýòà �óíêöèÿ ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøå-

íèÿ ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè â âèäå �îðìàëüíûõ

ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå ÷èñëåííî

èíòåãðèðîâàòü îòäåëüíûå ÎÄÓ è ñèñòåìû ÎÄÓ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð:

ode := diff(y(x),x,x) = 2*y(x)+ 1:

sol := dsolve(ode);

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è çàïèñûâàåì

i
s := y(0)=0,y(1)=0:

sol := dsolve(ode,i
s);

3°. Mathemati
a

Ïàêåò Mathemati
a âêëþ÷àåò âåñüìà ðàçíîîáðàçíûå âñòðîåííûå ñðåäñòâà

êàê àíàëèòè÷åñêîãî, òàê è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (îáûêíîâåííûõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Ìîùü ïàêåòà â äàííîì íà-

ïðàâëåíèè åùå áîëüøå âîçðàñòàåò ñ ïðèìåíåíèåì ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ÿçûêà.
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Ôóíêöèÿ DSolve íàõîäèò ñèìâîëüíûå ðåøåíèÿ (èíîãäà â íåÿâíîé �îðìå)

ÎÄÓ (I ñëó÷àé) è ñèñòåì (II) òàêèõ óðàâíåíèé, ÄÓâ×Ï ïåðâîãî (III) è âòîðîãî

(IV) ïîðÿäêîâ è ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ (V) óðàâíåíèé. Åñëè

îáðàòèòüñÿ ê êîíêðåòíûì òèïàì, òî DSolve ìîæåò ðåøàòü ëèíåéíûå ÎÄÓ ëþ-

áîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè; ëèíåéíûå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè; çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü íåëèíåéíûõ ÎÄÓ, êîòî-

ðûå ïðèâåäåíû â èçâåñòíîì ñïðàâî÷íèêå [12℄; çàäà÷è Êîøè è êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ ëèíåéíûõ è íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ÎÄÓ.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ðåøàþò-

ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íûõ ýêñïîíåíò, ëèíåéíûå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè � ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà Êîâà÷åâè÷à, ëè-

íåéíûå ÎÄÓ âûñøèõ ïîðÿäêîâ � íà îñíîâå ìåòîäîâ Àáðàìîâà è Áðîíøòåéíà

è èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ � ñ ïîìîùüþ ïîèñêà

ñèììåòðèé è äð.

Ñòàíäàðòíûå âûçîâû äëÿ ñëó÷àåâ I è II ðàññìàòðèâàåìîé �óíêöèè èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

DSolve[eq,y[x℄,x℄

DSolve[{eq_1,...,eq_n},{y_1[x℄,...,y_n[x℄},x℄

ãäå eq (eq_1, ..., eq_n) � óðàâíåíèå(ÿ), y[x℄ (y_1[x℄, ..., y_n[x℄) � íåèçâåñò-

íàÿ(ûå) �óíêöèÿ(è), x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. �åøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå ñïèñêîâ ({...}) ïðàâèë ïîäñòàíîâîê (... → ...), ïðè÷åì âîçìîæíû ìíî-

æåñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ýòè ïðàâèëà çàòåì èñïîëüçóþò òàì, ãäå íóæíû ÿâíûå

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â îáùèõ ðå-

øåíèÿõ îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç C[i℄ (ðàíåå, â ïîñëåäíèõ âåðñèÿõ 
i).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âûçîâ �óíêöèè DSolve ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå

�îðìû:

DSolve[{eq, y[x0℄=y0}, y[x℄, x℄

DSolve[{eq_1, ..., eq_n, y_1[x0℄=y10, ..., y_n[x0℄=y_n0},

{y_1[x℄, ..., y_n[x℄}, x℄

(äëÿ ñëó÷àÿ II âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî; åñëè

òàêîâûå èìåþòñÿ, òî ñëåäóåò äîáàâèòü íåîáõîäèìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è äëÿ

ïðîèçâîäíûõ). Çàìåòèì, ÷òî ñèíòàêñèñ äëÿ ðåøåíèÿ ÄÀÓ ñõîäåí ñ ñèíòàêñèñîì

â ñëó÷àå I.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå �óíêöèè DSolve äëÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

x′

1(t) = −2x1(t) + x2(t), x′

2(t) = 4x1(t)− 8 x2(t) + sin t

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) = 1, x2(0) = 0. Ôóíêöèè x1(t) è x2(t) ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî �ðàãìåíòàà:

eqs={x1'[t℄==-2 x1[t℄+x2[t℄, x2'[t℄==4 x1[t℄ - 8 x2[t℄+Sin[t℄};

init={x1[0℄==1,x2[0℄==0};

DSolve[Join[eqs,init℄, {x1[t℄, x2[t℄}, t℄;
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Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûçîâ DSolve çà-

ïèñûâàåòñÿ òàê:

DSolve[eq,u[x,y℄,{x,y}℄

(âîçìîæíî è ðåøåíèå ñèñòåì ÄÓâ×Ï). �åçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îáùåå ðåøåíèå, â

êîòîðîì ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îáîçíà÷àþòñÿ êàê 
i. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

eq=x�2*D[u[x,y℄,x℄+y�2*D[u[x,y℄,y℄-(x+y)*u[x,y℄;

DSolve[eq==0,u[x,y℄,{x,y}℄

ïîëó÷èì

{{u[x, y] → x y 
1
[−x+ y

x y

]

}}

ãäå 
1 � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.

Ôóíêöèÿ DSolve ïàêåòà Mathemati
a ìîæåò ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøå-

íèÿ ñëåäóþùèå ÄÓâ×Ï: ëèíåéíûå ÄÓâ×Ï ïåðâîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, óðàâíå-

íèå ïåðåíîñà); êâàçèëèíåéíîå ÄÓâ×Ï ïåðâîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèå Áþðãåðñà);

íåëèíåéíîå ÄÓâ×Ï ïåðâîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèå ýéêîíàëà); ýëëèïòè÷åñêîå ëè-

íåéíîå ÄÓâ×Ï âòîðîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèå Ëàïëàñà); ãèïåðáîëè÷åñêîå ëèíåé-

íîå ÄÓâ×Ï âòîðîãî ïîðÿäêà (âîëíîâîå óðàâíåíèå); ïàðàáîëè÷åñêîå ëèíåéíîå

ÄÓâ×Ï âòîðîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè). Êàê è ðàíåå, ðåçóëü-

òàòîì ÿâëÿåòñÿ îáùåå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè.

4°. Matlab

Â ïàêåòå Matlab â íàñòîÿùåå âðåìÿ çà àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îòäåëüíûõ

ÎÄÓ è ñèñòåì óðàâíåíèé îòâå÷àåò ìíîãî�óíêöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ solve, âõî-

äÿùàÿ â Symboli
 Math Toolbox (îñíîâà � ñèñòåìà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé

MuPAD, äîêóìåíòû êîòîðîé ðàçðàáîò÷èêè Matlab ïðåäïîëàãàþò â ñêîðîì âðå-

ìåíè ïîëíîñòüþ çàìåíèòü ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà íà èñïîëüçîâàíèÿ Matlab live

s
ripts) è ðàáîòàþùàÿ êàê ñ àëãåáðàè÷åñêèìè, òðàíñöåíäåíòíûìè, ðàçíîñòíû-

ìè, òàê è ñ äðóãèìè óðàâíåíèÿìè (è äàæå íåðàâåíñòâàìè). Âûçîâ ýòîé �óíêöèè

ñëåäóþùèé:

solve(eqn)

ãäå eqn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó ðåøàåìîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ñîçäàåòñÿ

êîìàíäîé

eqn:=ode([{℄<óð-íèÿ>[,<íà÷.óñë-ÿ>℄[}℄,<èìåíà íåèçâ.�óíêö.>)

Íàïðèìåð, ââîä ñòðîê

deqs:=ode(y''(x)=y(x), y(0)=1, y'(0)=0, y(x)):

solve(deqs)

ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè âèäà:

y′′(x)− y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

5°. Maxima
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Äëÿ ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü �óíêöèþ

ode(equation,depvar,indvar)

Çäåñü ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ âèä ÎÄÓ, èìåíà çàâèñèìîé è íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé. Äîïîëíèòåëüíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå �óíêöèè:

i
1(solution,xvalue,yvalue)

� äëÿ óñòàíîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà;

i
2(solution,xvalue,yvalue,dervalue)

� äëÿ óñòàíîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà;

b
2(solution,xvalue1,yvalue1,xvalue2,yvalue2)

� äëÿ óñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (Áåðíóëëè, îáîáùåí-

íîãî îäíîðîäíîãî, ëèíåéíîãî è ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè), ïðèìåíÿåòñÿ

�óíêöèÿ ode2.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

�óíêöèþ

desolve([eq1,...,eqn℄,[var1,...,varn℄)

Íàïðèìåð:

eqn_1: 'diff(f(x),x,2) = sin(x) + 'diff(g(x),x);

eqn_2: 'diff(f(x),x) + x�2 - f(x) = 2*'diff(g(x),x,2);

desolve([eqn_1, eqn_2℄, [f(x),g(x)℄);
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