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ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

Описаны математические модели проекций спиральных тра-

екторий материальных частиц, движущихся в центральном 

силовом поле и приведены результаты вычислительных экс-

периментов, доказывающих адекватность гипотезы о спира-

левидности этих траекторий. 

Ключевые слова: материальная частица; траектория; вычис-

лительный эксперимент; математическое моделирование. 

 

В статьях [1] и [2] показано, что материальная точка мас-

сы m, покидая центральное силовое поле, движется по спираль-

ной траектории. 
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Так как в статьях [1] и [2] доказано, что материальная точ-

ка, покинув центральное силовое поле, может двигаться только 

по спирали, можно утверждать, что и в пределах центрального 

силового поля материальная точки массы m так же движется по 

спиральной траектории. 

  

 
Рис. 1. Спиральная траектория движения  

материальной точки массы m 

 

На рис. 1 показана спиральная траектория движения мате-

риальной точки массы m по спиральной траектории в системе 

координат XYZ.  

Проекция спиральной траектории на фронтальную плос-

кость V представляет собой окружность радиуса R, а на плоско-

сти W и H представляет собой синусоиды с шагом λ.  

Спиральная траектория материальной точки в централь-

ном силовом поле представляет собой замкнутую спиральную 

траекторию с замкнутой асимптотической осью. 

Вне центрального силового поля спиральная траектория 

материальной точки представляет собой разомкнутую спираль-

ную траекторию с разомкнутой асимптотической осью. 
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Соответственно проекции замкнутой и разомкнутой спи-

ральной траектории материальной точки на плоскость. будут 

замкнутыми и разомкнутыми синусоидами [3]. 

В предлагаемой математической модели удар частицы о 

связь заменен на ее взаимодействие с пружиной большой жест-

кости (рис. 2).  

 
 

Рис. 2. Графическая модель удара о связь 

 

Числовые данные 

01, 0.3, 0, 120R t T    . 
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Силовое поле 

Числовые данные 

1 21000, 5000c c  . 
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Здесь  

1c   жесткость пружины, моделирующей ударное вталки-

вание частицы во внутрь сферы радиуса R ,  

а 2c   жесткость пружины, моделирующей ударное от-

брасывание частицы от сферы радиуса  . 

Графическое изображение проекции силы  ,xF x y  в 

окрестности сферы радиуса   (рис. 2). 
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Рис. 3. Графическое изображение проекции силы 

 ,xF x y  в окрестности сферы радиуса   

 

Рис. 4. Графическое изображение проекции силы 

 ,yF x y  в окрестности сферы радиуса   
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Рис. 5. Графическое изображение проекции силы 

 ,yF x y . Общий вид 

 

Рис. 6. Графическое изображение проекции силы 

 ,xF x y  в целом 
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Дифференциальные уравнения движения частицы еди-

ничной массы 
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Начальные условия 

       0 0 0 0 0 0 0 0, , ,x yx t x y t y x t v y t v    . 

Различные случаи начальной скорости 

1. Вектор начальной скорости направлен вдоль линии, со-

единяющей начальное положение частицы и центр сфер. 

Числовые данные 

   0 0 0 00.5, 0.5, 0.02, 0.02x y x t y t      . 
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Рис. 7. Начальная скорость точки коллинеарна 

начальному радиус-вектору 

 

Фактически это одномерный случай, рассмотренный ра-

нее. Траектория полета частицы изображена на рис. 8 синим 

цветом. Частица совершает колебательное движение вдоль этой 

траектории. 

 

Рис. 8. Траектория полета точки в первом случае 
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2. Направление вектора начальной скорости мало отли-

чается от направления линии, соединяющей начальное положе-

ние частицы и центр сфер. 

 

Рис. 9. Начальная скорость точки почти коллине-

арна начальному радиус-вектору 

 

Траектория полета частицы изображена (рис. 10) синим 

цветом. 

 

Рис. 10 . Траектория полета точки во втором случае 
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Направление вектора начальной скорости значительно от-

личается от направления линии, соединяющей начальное поло-

жение частицы и центр сфер. 

 

Рис. 11. Начальная скорость точки существенно не 

коллинеарна начальному радиус-вектору 

 

Траектория полета частицы изображена на рис. 12 синим 

цветом. 

 

Рис. 12. Траектория полета точки в третьем случае 



ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ – 2021 

14 

Ниже приведена картинка для 500T  . 

 

Рис. 13. Траектория полета точки в третьем 

случае при 500T   

 

 

 

Таким образом, в статье впервые предложена математиче-

ская модель движения частицы в центральном силовом поле и 

на основе модели вычислена траектория этой частицы, когда 

частица движется внутри окружности.  

 

Научная новизна изложенных выше результатов также со-

стоит в том, что предложенная модель может быть адаптирована 

к описанию движения некоторых элементарных частиц в ядер-

ной физике. 

 



Г.С. Гуревич, С.В. Лутманов, О.И. Ильев. Плоская модель траектории движения… 

15 

 

Библиографический список 

1. Гуревич Г.С., Пенский О.Г. Математическое модели-

рование процессов движения материальной точки, вылетаю-

щей из центрального силового поля. Определение парамет-

ров виртуальной микрочастицы на базе представленной ма-

тематической модели // German International Journal of Modern 

Science. 2021. № 17. С. 43–53. 

2. Гуревич Г.С., Лутманов С.В., Ильев О.И., Пенский 

О.Г. Математическое моделирование движения материаль-

ной точки массы m по спиральной траектории // German In-

ternational Journal of Modern Science. 2021. № 20. С. 33–44. 

3. Гуревич Г.С., Каневский С.Н. Траектории микроча-

стиц, траектории макротел. М.: ИПО ʺУ Никитских воротʺ, 

2013. 112 с. ISBN 978-5-91366-704-5. 

4. Маркеев А.П. Теоретическая механика. Ижевск: Ре-

гулярная и хаотическая динамика. 2001. 414 с.  



ПП РР ОО ББ ЛЛ ЕЕ ММ ЫЫ   ММ ЕЕ ХХ АА НН ИИ КК ИИ   ИИ   УУ ПП РР АА ВВ ЛЛ ЕЕ НН ИИ ЯЯ   

Нелинейные динамические системы 

Вып. 53                          Межвузовский сборник научных трудов                               2021 

16 

 

 

 

 

 

 

УДК 004.9 

А.Ш. Кусяков 
Пермский государственный национальный  

исследовательский университет 

Россия, 614990, г. Пермь, ул. Букирева, 15 

kusyakov@psu.ru; 8902-63-54-772 

 

ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ ПОДКРЕПЛЕННЫХ  

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК  

ИЗ КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА 
 

Исследовано влияние разброса физических характеристик 

материала конструкции на устойчивость подкрепленных 

оболочек из композитного материала. Рассматриваются 

оптимальные по массе цилиндрические оболочки, находя-

щиеся под действием осевых сжимающих нагрузок. Веро-

ятностный анализ осуществлялся в подсистеме Probabil-

istic Design программного комплекса ANSYS. Показано, 

что разброс упругих характеристик не оказывает суще-

ственного влияния на величину критической нагрузки. 

Ключевые слова: оболочка; ребра; композит; вероятность.  

 

Алгоритмы вероятностного анализа гладких пластин и 

оболочек из композитного материала приведены в работах [9, 

10] соответственно. Влияние разброса физических характери-

стик на несущую способность подкрепленных пластин исследо-

вано в работе [11].  

                                           
© Кусяков А. Ш., 2021 
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Ниже приведены результаты вероятностного анализа 

подкрепленных цилиндрических оболочек из композитного 

материала. 

Рассмотрим многослойную цилиндрическую оболочку 

толщиной h, радиусом R и длиной L, подкрепленную продоль-

ным набором ребер (рис. 1).  

Конструкция находится под действием осевых сжимаю-

щих нагрузок q, равномерно распределенных по торцам ребер 

(стрингеров) и полотна оболочки. 

 

Рис. 1. Сечение подкрепленной оболочки 

Основным структурным элементом многослойной обо-

лочки является монослой, состоящий из параллельно уложен-

ных волокон, связанных между собой полимерным связующим 

(рис. 2).  

Ребро жесткости – однонаправленный композит, изготов-

ленный из того же материала, что и полотно оболочки. 

 

 

Рис. 2. Монослой 

Введем обозначения:  

sss BHt ,, – шаг, высота и площадь поперечного сечения 

ребер соответственно (рис. 3); 

R 



ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ - 2021 

18 

 
Рис. 3. Элемент подкрепленной оболочки  

sE – модуль Юнга материала продольных ребер; 

11
b ,

22
b ,

12
b ,

33
b  – компоненты матрицы жесткости моно-

слоя полотна оболочки; 

xx
C ,

yy
C ,

xy
C ,

G
C  – мембранные жесткости полотна обо-

лочки; 

xx
D , yyD , xyD , GD – изгибные жесткости полотна оболоч-

ки. 

Компоненты матрицы жесткости монослоя связаны с 

упругими характеристиками материала оболочки следующими 

зависимостями: 

,
1

,
1 2112

2
22

2112

1
11

 





E
b

E
b 1233

2112

212
12 ,

1
Gb

E
b 







. 

Здесь 1E , 2E  – модули Юнга вдоль и поперек волокон 

монослоя соответственно; 2112 ,  – коэффициенты Пуассона; 

12G  – модуль сдвига. 

Расчетные зависимости для мембранных и изгибных 

жесткостей зависят от структуры армирования полотна оболоч-

ки. Например, если полотно оболочки состоит только из про-

дольных слоев, мембранные и изгибные жесткости вычисляются 

по формулам соответственно 

hbCxx 11 , hbC yy 22 , hbC xy 12 , hbCG 33 ; 

HS 

ts 

BS 
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12

3

11hb
Dxx  ,

12

3

22hb
D yy  ,

12

3

12hb
Dxy  ,

12

3

33hb
DG  . 

При исследовании подкрепленных оболочек следует раз-

личать две формы потери устойчивости: 

– общая форма потери устойчивости, с захватом 

подкрепляющих элементов конструкции; 

– местная форма потери устойчивости панели 

между ребрами. 

При исследовании общей формы потери устойчивости 

воспользуемся методом редукции подкрепленной оболочки к 

эквивалентной гладкой оболочке с приведенными жесткостями 

[6–8].  

В случае стрингерной оболочки изгибная жесткость 
xx

D  

заменяется на приведенную изгибную жесткость 
)( p

xx
D : 

2)(

s

ssxx

ssxx

s

ss
xx

p

xx e
hEC

hEC

t

JE
DD


 , 

где 

.
2

,
12

,,
2

s

s

ss

s

s

s

ssss

Hh
e

HF
J

t

F
hHBF


  

Критическую нагрузку, соответствующую общей форме 

потери устойчивости, будем определять по классической фор-

муле для ортотропной оболочки с «приведенными» жесткостя-

ми [6] 

,
2

)(

)(

p

yy

p

xx

cr

D

R
q


  

здесь 
)( p

yy – податливость подкрепленной оболочки в окружном 

направлении 

 
.

2

)(

xyssxxyy

ssxxp

yy
ChEСC

hEС




  
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С точностью до эффектов Пуассона влиянием продольных 

ребер на податливость подкрепленной оболочки в окружном 

направлении можно пренебречь. В этом случае податливость 

конструкции в окружном направлении можно определить по 

приближенной формуле 

.
1)(

yy

p

yy
C

  

При исследовании местной формы потери устойчивости 

воспользуемся известной формулой критической нагрузки для 

ортотропной пластины шириной st   

 Gxyyyxx

s

scrm DDDD
t

kq 2
2

2

2




. 

Здесь sk – редукционный коэффициент 

hE

hE
k

x

ss

s 1 , 

где xE  – модуль Юнга полотна оболочки в направлении обра-

зующих. Редукционный коэффициент sk  позволяет учесть тот 

факт, что часть осевой нагрузки воспринимается продольными 

ребрами. Он может быть найден из условия совместности де-

формаций продольных ребер и полотна оболочки. В частном 

случае, когда полотно оболочки состоит только из продольных 

слоев ( 1EEx  ), а ребра изготовлены из того же материала, что 

и полотно оболочки ( 1EEs  ), выражение для коэффициента 

редукции принимает вид 

h

h
k s

s 1 . 

Для оценки прочности монослоя и ребер воспользуемся 

критерием максимальных напряжений. Конструкция считается 

разрушенной, если условие прочности нарушается хотя бы для 

одного слоя или ребра (first fly criterion). Если полотно оболочки 

состоит только из продольных слоев, а ребра изготовлены из 
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того же материала, что и полотно оболочки, условие прочности 

можно представить в виде 

1
1


 h

q

b
, 

где b1  – предел прочности монослоя при сжатии вдоль воло-

кон. 

Главным преимуществом композитных конструкций по 

сравнению с конструкциями из традиционных материалов явля-

ется, как известно, существенно более широкие возможности 

управления характеристиками проектируемой конструкции, с 

целью получения оптимального проекта. Поэтому этапу вероят-

ностного анализа композитных конструкций всегда должен 

предшествовать этап оптимизации, который проводится, как 

правило, в детерминированной постановке. Вопросы оптимиза-

ции конструкций из композитных материалов исследовалась 

многими российскими и зарубежными авторами [1, 2, 4, 12–20]. 

В настоящей работе для построения оптимального проекта ис-

пользуется алгоритм [12], позволяющий учесть множествен-

ность решений задачи оптимизации.  

Для исследования влияния разброса физических характе-

ристик материала стрингерной оболочки на устойчивость кон-

струкции воспользуемся подсистемой Probabilistic Design про-

граммного комплекса ANSYS [3].  

Алгоритм вероятностного анализа в ANSYS состоит из 

следующих этапов:  

1. Создание файла анализа, содержащего описание пара-

метрической модели.  

2. Вход в подсистему Probabilistic Design и открытие фай-

ла анализа.  

3. Задание входных и выходных параметров вероятност-

ного анализа.  

4. Выбор метода анализа. В подсистеме Probabilistic 

Design реализовано два основных метода вероятностного анали-

за: метод анализа поверхности отклика и метод Монте-Карло.  

5. Выполнение вероятностного анализа.  

6. Просмотр и анализ результатов.  
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В рассматриваемой задаче входными параметрами служат 

упругие характеристики материала оболочки, выходными пара-

метрами – критическая нагрузка, соответствующая общей фор-

ме потери устойчивости. 

В качестве примера рассмотрим проект ребристой цилин-

дрической оболочки из углепластика радиусом R=0,5 м и дли-

ной L=1 м.  

Оболочка находится под действием сжимающей нагрузки 

q=5106 Н/м.  

Физические характеристики материала конструкции: -

1b = 0,7 ГПа, E1 =140 ГПа; E2 =7 ГПа; 12=0,24; G12 =2,25 ГПа. 

Максимальная высота ребра )(02,0 мH sm  .  

Решение задачи оптимизации по алгоритму [12] приводит 

к двум вариантам конструкции одинаковой массы: 

);(0024,0),(0048,0 11 мhмh s   

).(0021,0),(0051,0 22 мhмh s   

Здесь индекс «1» соответствует первому варианту кон-

струкции, индекс «2» – второму варианту конструкции. 

Полотно оптимального проекта подкрепленной оболочки 

состоит только из продольных слоев, что обеспечивает наилуч-

шие характеристики прочности по отношению к действующей 

нагрузке.  

Ребра обеспечивают выполнение условий устойчивости. 

Конструкция равно устойчива по общей и местной формам по-

тери устойчивости.  

Для определенности исследуем влияние разброса упругих 

характеристик 1E , 2E , 12G  на величину критической нагрузки 

crq для первого варианта конструкции.  

Исходные данные вероятностного анализа представлены в 

таблице.  

Предполагается, что входные величины подчиняются 

нормальному закону распределения вероятностей. 
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Исходные данные вероятностного анализа 

Характеристика 
1E  2E  12G  

Математическое 

ожидание (Па) 
910140  

9107   
91075,2   

Среднее квадра-

тичное отклоне-

ние (Па) 

9107   
91035,0   

91014,0   

Коэффициент 

вариации (%) 
5 5 5 

 

Результаты вероятностного анализа для параметра crq : 

математическое ожидание (Н/м) – 
6101,5  . 

среднее квадратичное отклонение (Н/м) – 
5100,2  .  

коэффициент вариации (%) – 3,9. 

Таким образом, в данном случае разброс упругих характе-

ристик материала конструкции не оказывает существенного 

влияния на величину критической нагрузки. 
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ДВИЖЕНИЕ СЛОЖНОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ  

СИСТЕМЫ С ЦЕНТРАЛЬНОЙ  
КИНЕТИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ  

Рассматривается задача о нахождении условий суще-

ствования линейного первого интеграла системы уравне-

ний движения механического объекта переменного во 

времени состава массы и изменяемой конфигурации. 

Объект движется на управляющих связях под воздей-

ствием программно заданного во времени силового 

управляющего момента в однородном стационарном па-

раллельном поле силы тяжести так, что его неизменяе-

мая часть (тело-носитель) вращается вокруг неподвиж-

ного полюса в среде без воздействия сопротивления 

движению. Исследуются свойства движения объекта, 

обладающего центральной структурно-кинетической 

симметрией, предопределённые существованием линей-

ного интеграла.  

Ключевые слова: сложная механическая система; цен-

тральная кинетическая симметрия; линейный интеграл; 

управляющая связь. 
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1. Предварительные положения  
 

Основные предпосылки и описание структурной модели 

объекта переменного состава массы, а также понятия сложной 

механической системы (СМС), приведено в работе [1].   

Далее рассматривается вопрос о свойствах движения ука-

занной системы, обладающей центральной кинетической сим-

метрией, в однородном стационарном параллельном поле силы 

тяжести.  

Предполагается, что СМС движется так, что её тело-

носитель вращается вокруг фиксированного неподвижного полюса 

О в указанном силовом поле под воздействием программно задан-

ного результирующего силового момента L (t) .)),0[( Tt   

Введем правые координатные ортобазисы 321 ,,   с об-

щим началом в полюсе О: неподвижный ;1  базис 2 , неизмен-

но связанный с носителем, и базис 3   321 xxxO , оси которого  

jxO  3,2,1j  для каждого момента времени Tt  направлены 

по главным в полюсе О осям тензора инерции СМС с матрицей 

.)](),(,)([diag)( 321 tAtAtAt J  В силу непрерывного по Tt  

изменения конфигурации и состава массы СМС базис 3  в об-

щем случае вращается относительно 2  с угловой скоростью 

)( r

j

r ω , зависимость которой от величин заданных компонент 

Aj (t) тензора инерции СМС J (t) известна [2]. 

Таким образом, непрерывные и непрерывно дифференци-

руемые зависимости вида ωr (t), J (t), отнесённые к базису Γ3, 

считаются программно заданными и, следовательно, известны-

ми в любой момент времени Tt . 

Рассмотрим движение СМС под действием квазиреак-

тивных сил [3], обусловленных переносом рабочего тела из не-

которой области S, принадлежащей объекту, с программно за-

данной абсолютной скоростью u (t). Результирующий момент 

этих сил относительно полюса О для Tt  определяется сле-

дующим равенством 
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  





S

dV
t

t urL


)( .                              (1)             

Здесь ),( rt  – локальная плотность массы в области S; ),( ru t  

– абсолютная скорость переноса точечных масс рабочего тела из 

области D; )(tr  – радиус-вектор произвольной точки области. 

Обозначим 

,r
GωG  J      ,)( 1 rrt Gωλ

 J                   (2) 

,1
λGJωωΩ  r

 

)()()( 1

3

1

21 tAtAtm         (1, 2, 3), 

где Ωω ,  – абсолютные угловые скорости носителя СМС (бази-

са 2 ) и базиса 3 ; ),( jGG  )(tr
G  – кинетические моменты от-

носительно полюса О всего объекта и рабочего тела, соответ-

ственно (последний − относительно базиса 2 ); λ (t) − эффек-

тивная угловая скорость  носителя; )3,2,1()( jtAj  − главные 

осевые моменты инерции СМС, заданные для каждого Tt  в 

осях базиса 3 . Характерные вектор-параметры )(,)( tt r
GL яв-

ляются управляющими [4]; каждый из них задан для Tt соот-

ветствующей программой, определённой во времени. Любые 

ограничения, налагаемые на управляющие параметры, являются 

управляющими связями. Здесь и далее символ (1, 2, 3) обознача-

ет циклическую перестановку величин с индексами 1, 2, 3. 

Пусть M (t) − величина массы СМС; g − стандартное зна-

чение величины ускорения силы тяжести; s (s1, s2, s3) − орт, 

неизменно связанный с неподвижным ортобазисом 1 ; g = − gs; 

)(,)( trt jCr − радиус-вектор центра тяжести СМС и его коорди-

наты в проекциях на оси базиса 3  ( j = 1, 2, 3). 

Движение СМС при данных предпосылках характеризует-

ся динамической системой эволюционного типа [4] 
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,0

,)(









sλsGJs

ksLGλGGJG

1

1



 g
                  (3) 

где силовой вектор-момент L (L1, L2, L3) определяется равен-

ством (1); ),,( 321 λλ  − характерный вектор, определяе-

мый равенством (2); k (k1, k2, k3) = MrC  − барицентрический век-

тор.  

Уравнения (3) в проекциях на главные в полюсе О оси 

инерции СМС, определяемые базисом 3 , принимают вид [1] 

,)( 3223123323211 skskgLGGGGmG    

,0)()( 233
1

3322
1

21   sGAsGAs                    (4) 

(1, 2, 3). 

Введём конфигурационные условия 

,0const,)(,)(C)(

,);3,2,1()(

1 



 AAtATtA

TtjtAAj
                (5) 

где C j обозначает j-класс действительной функции. Условия (5) 

определяют структурно-кинетическую симметрию СМС отно-

сительно неподвижного опорного центра О. В этом случае лю-

бое направление из данного центра является главным для тензо-

ра инерции, соответствующего этому полюсу, в силу чего [2, 5] 

,)(,0 1 rr A GEλω  
                         (6) 

где E − единичная матрица, а величина ωr (t) определяется из-

вестными соотношениями [2], тогда как зависимость Gr (t) зада-

ётся определённой управляющей программой, составленной при 

конструировании данного механического объекта [4]. 

Ставится задача: установить условия существования 

первого дополнительного линейного интеграла динамической 

системы (4) при условиях (5), а также свойства движения СМС, 

обусловленные наличием этого интеграла, существующие (в 

общем случае) в активном режиме управления (при L ≠ 0). □ 
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2. Линейный первый интеграл 
 

Из условий (5) следует mj  ≡ 0 (j = 1, 2, 3) и все динамиче-

ские уравнения системы (4) становятся линейными по Gj. При-

нимается гипотетически, что для такой системы уравнений су-

ществует линейный по Gj первый интеграл. 

Пусть  

,)( hF C  Gr                                     (7) 

где принимается, что rC (t) − вектор-функция класса C1 (T), h − 

постоянная интегрирования, ,02 Cr и обозначим 

.)3,2,1()(,  jl CjCC frlrλrf   

Здесь f (fj ) − вектор Пуассона, а λ определяется формулой (6). 

Утверждение 1. Для того, чтобы равенство (7) при усло-

виях (5) являлось первым интегралом системы уравнений (4), 

необходимо и достаточно, чтобы для значений Tt выполня-

лись ограничения 

,0)( 1

1

1   frhC Lr                                 (8) 

.)3,2(0  jl j                                  (9) 

Доказательство. Необходимость. Дифференцируя по t 

соотношение (7), в силу уравнений системы (4) при условиях (5) 

получаем 

.0)()(  GfLrCU                             (10) 

Полагая r1 ≠ 0, внесём выражение для G1, полученное из 

равенства (7), в соотношение (10). В результате получим тожде-

ство по переменным G2, G3, удовлетворяющееся при условиях 

(8), (9). 

Достаточность. В силу уравнений системы (4) при усло-

виях (5) получаем 

,UF   

где U определяется равенством (10).  
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Применяя условия (8), (9), из последнего соотношения по-

лучаем зависимость  

,),(exp)(
0

2

0








 

t

dsGsQhFhF  

в которой  

,, 1

1

1

0 frQhF   

откуда непосредственно следует интеграл (7). 

Замечание. Аналогично предыдущему можно получить 

две группы независимых определяющих условий, однотипных 

структурно-динамическим условиям (8), (9). В силу полной 

симметричности структуры системы уравнений (4) и конфигу-

рационных условий (5) эти группы соотношений эквивалентны 

между собой и могут быть получены одна из другой путём цик-

лической перестановки индексов j = 1, 2, 3. 

 

3. Анализ определяющих условий 

 
Уравнение (10) в пространстве параметров Gj  определяет 

плоскость, несущую инвариант .hF   На управляющей для 

вектора L (t) связи  

)(0)( TtC Lr                               (11) 

эта плоскость проходит через опорный полюс О. Отсюда в силу 

соотношений (7)−(9) либо h = 0 и тогда выполняется условие 

,0)(  CrGL  

в силу чего вектор rC ортогонален плоскости векторов L, G; ли-

бо имеем f1 ≡ 0, и тогда 

.)(0 TtCc  rλrf                          (12) 

При этом согласно равенству (10) вектор f для значений Tt  

ортогонален кинетическому моменту G. 
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Уравнение (12) является определяющим для зависимости 

rC (t). Поскольку уравнение (12) имеет первый интеграл 

,)( 202

CC rr                                        (13) 

то траектории центра масс СМС расположены на сфере (13), а 

определение указанной зависимости может быть сведено к из-

вестному алгоритму [6]. Здесь и всюду далее верхний нулевой 

индекс относится к значениям величин при t =0. 

Действительно, полагая 

,)(, 12

3

0

21

2

1
 i

rr

rir
w

C





  

,)1(,1 120  wrqi C  

в результате получаем 

,)1(,Im2,Re2 2

321  wqrwqrwqr  

где w − решение уравнения Дарбу-Риккати [7] 

.3

2   wiww                                 (14) 

Решение уравнения (14) может быть получено методом 

асимптотического интегрирования [6]. Здесь   сопряжено с ϑ.  

Из условия (12) согласно соотношениям (6) следует 

.)()(1 TtA C

r

C  
rGEr                        (15) 

Уравнение (15) является определяющим для нахождения зави-

симости вида rC (t) при априорно заданных соотношениях видов 

A (t) и Gr (t). 

Преобразуем очевидное тождество 

)(0)( TtLf                                 (16) 

в соответствии с условием (12). Полагая в дальнейшем 

,LλLR    
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из равенства (16) с учётом соотношения (11) получаем 

.)(0)( TtC Rr                               (17) 

Сравнивая между собой равенства (11), (17), находим 

,)(0)( TtC  rLR  

в силу чего вектор rC  ортогонален плоскости векторов R, L. 

Помимо этого, из соотношений (11), (15) следует 

.)(0)( TtCC  rLr  

Таким образом, имеет место следующее 

Утверждение 2. Если выполняются условия (11), (12) и 

вектор rС не равен тождественно нулю, то векторы Cr , L, R для 

значений Tt  компланарны 

.0)(  RLrC
  

4. Поле траекторий центра масс системы 
 

Получим определяющие уравнения для параметров rj (t), 

обусловленные ограничениями (8), (9). Соотношение (8) являет-

ся управляющей связью, налагающей ограничение на выбор од-

ной из компонент Lj; условия (9) связывают величины jj r, . В 

дальнейшем все величины, зависящие от параметра t, приводят-

ся для значений Tt  без специально сделанных оговорок. 

Обозначив 

,)3,2(1

1   jrrp jj                             (18) 

приведём условия (9) к виду 

.0)()1(

,0)()1(

3312

2

323

2213

2

232





pppp

pppp








                 (19) 

В частности, на управляющей связи 

0)( 3312  rr GpGp  

из второго соотношения (19) в силу равенств (18) следует условие  

,)1( 2

2

33 pp   
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эквивалентное управляющей связи 

.
1 2

3

3
222 












p

p
AG rr 

  

При h = 0, когда реализуется управляющая связь (11), вид 

интеграла (7) определяется только отношениями (18), составля-

ющими решение системы (19). В случае, при котором h ≠ 0, из 

условия (8) следует 

,32231

11

11 pprhrr                            (20) 

где обозначено 

,)( 33221 LpLpLt   

а величины p2, p3 определяются системой уравнений (19). 

Полагая  

 

t

sdppt
0

3223 ,)()(   

из уравнения (20) находим 

.)(exp)()(
0

110

1

1

1 







 



t

sdsshrr                      (21) 

Таким образом, если решение (p2, p3) системы уравнений 

(19) известно, то интеграл (7) можно представить в виде 

.)( 332211 hGpGpGr                            (22) 

В частности, в пассивном режиме движения (при L ≡ 0) инте-

грал (22) представляется в виде 

.)(exp)( 33221 htGpGpG    

Система уравнений (19) имеет первый интеграл 

.)2(exp1)( 02

3

2

2   ppt                  (23) 
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С другой стороны, из соотношения (13) следует 

.

2

1

0











r

rC                                          (24) 

Сравнивая между собой равенства (23), (24), для случая, 

при котором имеет место условие (12), в результате получаем 

.)(exp
0

0

1 t
r

r C 


  

5. Виды траекторных множеств центра масс 
 

Рассмотрим некоторые частные случаи интегрирования 

системы уравнений (19) в конечном виде. 

1. На управляющей связи 0rG  из уравнения (19) имеем 

,)3,2(1

0  jrpr jj                              (25) 

а величина r1 определяется равенством (21). 

2. При реализации управления 032  rr GG  из соотноше-

ний (19) следует 

,)(exp 1

0 ipp                                   (26) 

где обозначено  



t

sdspipp
0

1132 .)(,   

Из равенства (26) в соответствии с соотношением (23) 

следует .)( 0 t  На плоскости безразмерных квазикоординат 

p2, p3 траекториями центра масс СМС являются окружности из 

множества 

.)1(1 002

3

2

2  pp  
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3. На управляющих связях 021  rr GG  из уравнений (19) 

получаем систему 

.0

,0)1(

3233

2

232





ppp

pp








                                (27) 

Первое из уравнений (27) определяет величину [6] 

,)(tg 32  p                              (28) 

где обозначено 



t

sdsp
0

33

0

2 .)(,tg   

В силу соотношения (28) из второго уравнения (27) имеем 

.)(tg)(,)]([exp 3

0

3

0

33 sdttpp

t

    

4. Если реализуется управляющая связь  ,031  rr GG  то 

из системы уравнений (19) аналогично предыдущему получаем 

,)(tg,)(exp 23

0

22   ptpp  

где обозначено 

.tg,)(,)(t 0

3

0

222

0

2 psdssdg

tt

    

5. Введём управляющую связь 

,0 r

C Gr                                      (29) 

определяющую коллинеарность указанных векторов и эквива-

лентную для j = 2, 3 системе ограничений 

.0111  r

j

rj GrGr  
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В силу ограничения (29) имеем 

.)3,2(1  jGpG r

j

r

j                          (30) 

Из системы уравнений (19) согласно условиям (30) следует 
0)( jj ptp   и из соотношения (21) при h ≠ 0 находим 

  

t

sdLpLpLhrr
0

3

0

32

0

21

110

1

1

1 ,)()(             (31) 

а величины r2, r3 определяются равенствами (25). 

На управляющей связи (29) в случае, при котором выпол-

няются условия (11), (12), совместимые с ограничениями (29), 

имеем условие стабилизации центра масс СМС 

.)( 0

CC t rr   

Таким образом, совокупность управляющих связей (11), 

(12), (29) стабилизирует центр масс СМС относительно базиса 

3  , тогда как совокупная связь (11), (12) лишь удерживает его 

на сфере (13). При этом векторы rC и Gr коллинеарны и для лю-

бых значений Tt  ортогональны вектору L (t). 

6. На управляющей связи 03 
rG  система уравнений (19) 

приводится к совокупности интегродифференциального уравне-

ния для величины p3  

,)1( 2

32

0

1

31

0

213 psdppp

t














 

              (32) 

где обозначено  

,exp),(
0

323 sdppt

t

   

и равенства 

.
0

1

31

0

22 












 



t

sdppp                            (33) 
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Здесь 21 ,   − свободные управляющие параметры. Если из-

вестно решение p3 уравнения (32), то зависимость вида p2 (t) 

определяется из соотношения (33). 

Аналогичный алгоритм для системы уравнений (19) суще-

ствует и в случае управляющей связи .02 
rG  

 

Комментарий  
 

Движение СМС вокруг неподвижного полюса в однород-

ном параллельном поле силы тяжести, существующее при кон-

фигурационных ограничениях (5), обладает характерными осо-

бенностями, не проявляющимися непосредственно в общем 

случае геометрии масс данной механической системы. 

Для случая центральной кинетической симметрии, опре-

деляемой конфигурационными условиями (5) и следующими из 

них соотношениями (6), динамическая система (3) или (4) явля-

ется линейной по кинетическим переменным 321 ,, GGG  с коэф-

фициентами, непрерывно зависящими от времени. В силу этого 

данная динамическая система может обладать рядом структур-

ных аналитических свойств, характерных для линейных неосо-

бых систем уравнений. Это относится, в частности, к свойствам 

ограниченности их решений, к асимптотическому описанию, а 

также к линейному асимптотическому при t  равновесию 

данной системы в фазовом пространстве [9].     
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РЕЗОНАНСЫ И ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ  

УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 

ТЕЛА ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА 

Рассматривается вопрос о взаимосвязи между явлением 

резонанса, возникающем при малых колебаниях тела пе-

ременного состава массы и изменяемой конфигурации 

масс, в окрестности положения равновесия его носите-

ля, и возможными случаями существования дополни-

тельных первых алгебраических интегралов его динами-

ческой системы. При движении тела его носитель вра-

щается вокруг неподвижного полюса, находясь под воз-

действием заданного нестационарного силового момен-

та и стационарного однородного поля силы тяжести. 

Существование случаев интегрируемости трактуется 

на основе резонансно-осцилляторной модели как струк-

турное вырождение, аналогичное вырождению резо-

нансного характера, возникающего при некоторых соб-

ственных линейных колебаниях.  

Ключевые слова: тело переменного состава; динамиче-

ская система; резонанс; резонансное соотношение; инте-

грируемость динамической системы; первый интеграл.  
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1. Основные предпосылки  

Тело переменного состава (ТПС), носитель которого (его 

неизменяемая часть) движется вокруг неподвижного полюса О, 

находится в однородном параллельном поле силы тяжести. Под 

носителем ТПС понимается твёрдое тело неизменной конфигура-

ции и постоянного состава массы, несущее рабочее тело. Под ра-

бочим телом понимается твёрдое тело, конфигурация и состав мас-

сы которого может изменяться непрерывно во времени согласно 

заданной программе вследствие переноса его твёрдых частиц с за-

данной скоростью vr (t) относительно тела-носителя. 

В основу дальнейшего рассмотрения положена структурно-

динамическая модель ТПС, принятая М.Ш. Аминовым [1]. 

Введём правые координатные ортобазисы с общим началом 

в полюсе О: ,0 неизменно связанный с неподвижным инерциаль-

ным пространством, и  , оси прямоугольных координат которого 

)3,2,1( jOx j  в каждый момент времени направлены по глав-

ным в заданном опорном полюсе О осям тензора инерции ТПС 

.),(diag)( 321 AAAtJ   

В силу изменения конфигурации и состава массы ТПС базис 

  в общем случае вращается со скоростью ),,( 321

rrrr ω  отно-

сительно тела-носителя [1]. 

Предполагается, что ТПС движется в среде, порождающей 

результирующий диссипативный силовой момент относительно 

полюса О  

,)( ωL  t                                         (1) 

где 
Tttt ),,(,)](,)(,)([diag 321321   ωΛ  − абсолютная 

угловая скорость носителя. 

Помимо отмеченного, на ТПС действуют: реактивные и ва-

риационные силы с результирующими моментами ;)(,)( tt vr
LL  

кориолисовы силы инерции с результирующим моментом [2] 

.)( ωAL  tk
                                        (2) 

Здесь A − заданная матрица с элементами 
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 
V

rr Vdvxvxta ,)3,2,1()(2)( 332211              (3) 

,);3,2,1,(2)( jijiVdxvta
V

j

r

iij    

где ρ − локальная плотность массы ТПС в области V. В равен-

ствах (3) и всюду далее символ (1, 2, 3) обозначает циклическую 

перестановку величин с индексами j = 1, 2, 3, применяемую для 

получения последующих равенств из предыдущих. 

Движение ТПС при заданных предпосылках и моментно-

силовых факторах (1), (2) определяется системой уравнений [2] 

,0)(

,)()( 11



 

sωωs

srJPFωBωJωJω

r

C




            (4) 

где B (t) − матрица с некоторыми заданными элементами bij (t);  

,)(,)()( 1 gtMPt vr  
LLJF                  (5) 

)(tM  − величина мгновенной массы ТПС; )()( jCC rt rr  − ра-

диус-вектор центра масс ТПС ( j = 1, 2, 3); g − стандартное зна-

чение ускорения силы тяжести; s (sj) − орт вертикали, направ-

ленный против вектора силы тяжести. 

Согласно принятой структурно-кинетической модели ТПС 

[1] считаются программно заданными в виде гладких функций 

времени для Tt  ),0[  [2] следующие параметры: λi, Ai, aij 

(i, j = 1, 2, 3), M, Lr, Lv, vr, ωr, rC. 

2. Задача о резонансах 

Примем условия, выполняющиеся для :Tt  

  ,0)(0)(,)(

,0)(,0)()(

231 



trtrtr

ttt rvr
ωLL

                       (6) 

.)3,2,1,(0)(  jitbij  
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Последняя группа условий (6) в силу определяющих ра-

венств [2] сводится к следующим 

,)3,2,1,(,0)(,)()(  jijitatat ijiii  

приводящим матрицу A к диагональной форме. 

Система уравнений (4), (5) в проекциях на оси координат 

базиса   при условиях (6) принимает вид 

,)3,2,1(

,

,)(

,

32231

23

1

12133

1331

1

1322

21

1

33211

sss

sklrna

srsrlna

sklrna































                       (7) 

где обозначено 

.)(,)(

,)(,)(

,)3,2,1()()(

2

1

332

1

11

2

3

2

1

1

2

23

1

11

AAtkAAtk

rrtllPAtn

AAAta













 

Рассмотрим нижнее положение равновесия носителя ТПС 

.),0,;();( 0

3

0

1 ss0sω                            (8) 

Здесь и всюду в дальнейшем верхний нулевой индекс относится 

к значениям величин при t = 0. 

А. Пуанкаре [3] установил резонансный характер вырож-

дения движения твёрдого тела в однородном поле силы тяжести 

в случае Лагранжа. Известно [4], что случаи существования до-

полнительного по Уиттекеру [5] алгебраического интеграла си-

стемы уравнений Эйлера-Пуассона также связаны с определён-

ными структурными вырождениями (в частности, структурная 

симметрия системы уравнений движения, нехаотический харак-

тер движения фазовой точки, вырожденность траекторий перио-

дических решений динамической системы). 

В связи с этим далее рассматривается вопрос о поиске 

взаимосвязи между явлением резонанса, возникающем при ма-
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лых колебаниях носителя ТПС вблизи его положения равнове-

сия (8), и возможными случаями существования дополнитель-

ных линейных интегралов системы уравнений (7), по форме 

аналогичных классическим [6]. 

3. Резонансное соотношение 

Используем приём, применённый в исследовании нели-

нейных колебаний В.М. Старжинским [7]. 

В положении равновесия (8) в силу системы уравнений (7) 

имеем 

,0)()( 3

0

11

0

3  trstrs                                   (9) 

что приводит к соотношениям связи 

.1)()(,)3,1( 20

3

20

1

10   ssjrls jj  

Введём вектор возмущений ,),,( 321 uuuu определяющий 

отклонение носителя ТПС от положения (8). Тогда в возмущён-

ном движении при колебаниях носителя в окрестности положе-

ния (8) имеем 

)()( 0 tt uss                                      (10) 

при условии (9).  

Для дальнейшего обозначим 

  ,0010

2

0 lgMAn   

где ν − частота маятниковых колебаний носителя ТПС при t = 0 

вокруг главной оси инерции тела Ox2, занимающей горизон-

тальное положение. 

Переходя к безразмерным переменным 

,,)3,2,1(1 tip ii   
                   (11) 

представим в переменных (11) систему уравнений (7) в вариаци-

ях (10) 

,)3,2,1(

,)(

32232

0

33

0

21

3

0

22

0

313211

upuppspsu

ususkfppap





                      (12) 
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где ,1,0,)()()( 2

0

2

10   kstnntf  а штрих обозначает про-

изводную функцию по времени t. 

Выделяя из системы уравнений (12) линейную часть, со-

ставим её матрицу и найдём собственные значения этой матри-

цы как корни характеристического по μ уравнения 

,0)()( 0

34

0

13

20

12

0

31

22  ssss              (13) 

где обозначено 

.),,,(),,,( 0

3

0

13

0

11

0

34321 fssksks  

Отделяя возможные случаи интегрируемости динамиче-

ской системы (12), аналогичные по форме представления клас-

сическим, примем ограничение 

 .1)(0const)( 0  tfntn                       (14) 

Тогда искомыми собственными значениями матрицы линейной 

части рассматриваемой динамической системы в силу уравне-

ния (13) являются заданные числа ,),,1,1,0,0(   где 

2

13

2

31

1)( rkrklt   .                             (15) 

Здесь нулевому собственному значению соответствуют простые 

элементарные делители, как и в случае динамической системы 

Эйлера-Пуассона [7]. 

Равенство (15) выражает отношение частот линейной ча-

сти динамической системы (12). Полагая ,1 rq  где q, r − 

взаимно простые натуральные числа или же ,1 rq  согласно 

соотношению (15) имеем 

.)( 22

13

2

31

2  lrkrk                                (16) 

В безразмерных переменных 
0

3

0

1 , ss  равенство (16) прини-

мает вид 

.0)()()()( 20

31

220

13

2  sksk                     (17) 
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Уравнение (17) определяет в первом октанте пространства 

параметров ))(,,( 20

131 skk  часть гиперболического параболоида 

с уравнением  

0)()( 1

220

131  kskk   

при реономных ограничениях 

.)1(,)1(,)1( 313313131 kkkkkkkkk          (18) 

Соотношения (18) отражают структурное свойство твёр-

дого тела, относящееся к величинам его главных осевых момен-

тов инерции [8]. 

4. Резонансы и интегрируемость 

Равенство (16) относится к резонансному состоянию дви-

жения в общем случае (в пределах принятых условий). Рассмот-

рим отдельные виды резонансов и их свойства. 

При σ = 1 (простой резонанс вида q = r) уравнение (16) 

принимает вид  

,0)()( 21333211  AAArAAAr                 (19) 

где принимается .123 AAA   Соотношение (19) совместно с 

условиями (6), (14) определяет аналог классического случая Гес-

са [9] интегрируемости динамической системы (4), при котором 

существует её линейный первый интеграл 

,0333111   rArA                                (20) 

где постоянная интегрирования равна нулю. Существование 

первого интеграла (20) соответствует наличию нулевого корня 

уравнения (13) [10]. Условие (19) выполняется для ТПС, как и 

для неизменяемого твёрдого тела, в аналоге случая Лагранжа и 

в случае полной кинетической симметрии. Характерно, что все 

эти случаи соответствуют одному и тому же виду резонанса. 

При σ = 2 (резонанс вида q = 2r) из условия (16) при 

0,0, 3121  rrAA                            (21) 
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следует  

.4 31 AA                                            (22) 

Условия (21), (22) в совокупности с соотношениями (6), (14) 

определяют аналог случая Горячева-Чаплыгина для ТПС [9].  

В случае, при котором 21  (резонанс вида 2q = r), из 

соотношения (16) при условиях (21) следует 

.32
4

1
AA                                          (23) 

Условие (23) совместно с соотношениями (6), (14), (21) 

характеризует случай интегрируемости, не реализуемый для 

твёрдого тела ввиду его структурно-кинетических свойств. Од-

нако этот случай имеет место для тела с жидкими структурными 

звеньями и определёнными параметрами эквивалентного по 

Жуковскому твёрдого тела [11]. 

Введём выражение 

13

31

)1(

)1(
)(

kk

kk
tm




 , 

Рассматриваемое при 1,1 31  kk  или при .1,1 31  kk  Если 

величина 

,)(const
1

)( 2131 



 rq

m

kmk
t                     (24) 

то имеет место резонансное соотношение 

.)( 21

31 mrr 
                                       (25) 

Тогда равенство (25) эквивалентно условию   

.)(0 123213321 AAAAArAAr        (26) 

Соотношения (26) совместно с условиями (6), (14), (24) опреде-

ляют аналог случая Гриоли для ТПС [9]. 

Введём величины  
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


















13

313

3

1

)2(

2
)(,

1

1
)(

kk

kk
tQQ

k

k
tN  

и примем условие .12 13  kk  Если величина N  удовлетворя-

ет условию (24), в котором m заменено на N, то имеет место ре-

зонансное соотношение вида (25), порождающее условие 

,0)2()()2()( 3

132133

3

232311  AAAAArAAAAAr  

где принимается .22 312 AAA   Эти соотношения совместно с 

условиями (6), (14), (24) характеризуют аналог случая Е.И. Хар-

ламовой для ТПС [12]. 

Условия (24) для величин m, N вида const)(  t  выпол-

няются, в частности, при ,const)( 0

ii ktk   когда имеют место 

соотношения 

.)3,1()()()( 2

10   itAktA ii  

Эта зависимость соответствует закону подобного изменения 

конфигурации ТПС [1, 9] с реономным коэффициентом подобия 

.)()( 2

10

2 tAA 
 

Следует отметить, что равенство (14) является модельным 

соотношением, родственным аналитическому условию структу-

рно-динамического подобия ТПС [13], и выражает неизмен-

ность квадрата круговой частоты гипотетического линейного 

осциллятора, находящегося в фазовом пространстве. 

Заключение 

Показано, что существует взаимосвязь между явлением 

резонанса в линейной части исходной нелинейной динамиче-

ской системы и структурно-динамическими условиями, опреде-

ляющими частные случаи интегрируемости уравнений движе-

ния ТПС, аналогичные классическим. Это обстоятельство ука-

зывает на характер вырождения состояний системы уравнений 

движения ТПС, однотипный с системой уравнений Эйлера–

Пуассона в данных случаях. 
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Вместе с тем, уравнение (16), имеющее решение при лю-

бых значениях ,)0(1    rq  как и для неизменяе-

мого твердого тела [7], не имеет решения, соответствующего 

аналогу классического случая Ковалевской. Очевидно, что ли-

нейный анализ явления вырождения исходной динамической 

системы этот случай не содержит. 

Следует отметить, что элементы bij  матрицы B (t), содер-

жащейся в динамическом уравнении (4), определяются извест-

ными соотношениями [2], [14]. Величины ,,, n определяемые 

равенствами (14)−(16), являются заведомо постоянными, если 

для Tt  выполняются ограничения 

.,, 133

2

123211 rnrkcrnAAnA   

В этих соотношениях 0),,,( 321 cnnn − заданные постоянные, а 

величина )(tk определяется равенством ).()()( 2

1 tMtktA   
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Рассматривается развитие методики моделирования не-

линейных популяционных процессов при антропогенном 

воздействии в форме контролируемого по заданным пра-

вилам промысла. Разработана логика вычислительного 

сценария на основе непрерывно-событийной модели вос-

производства популяции с переопределяемыми предика-

тивно коэффициентами. Анализ модели показывает, что 

управление стратегией эксплуатации на основе стати-

стического анализа и экспертных решений ведет к кол-

лапсу запасов в ситуации, когда популяция переходит в 

режим нерегулярных хаотических колебаний. Эксперты 

воспринимают динамику как признак восстановления вос-

производства непосредственно перед тем, когда популя-

ция проходит критическую точку численности.  

Ключевые слова: модели популяций; экстремальные ко-

лебания численности; коллапс запасов; границы аттракто-

ра; интерпретация бифуркаций; предикаты и логические 

структуры. 
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Введение 

Мы продолжаем серию работ [1], где рассматриваем со-

временные вычислительные методы [2] в нелинейной динамике 

меняющихся популяционных процессов. В центре нашего вни-

мания проблема стремительного коллапса адаптированных по-

пуляций с достаточно большим репродуктивным потенциалом. 

В современной англоязычной научной литературе для непред-

виденных последствий чрезмерной эксплуатации используется 

заимствованный из астрофизики термин «коллапс», отличаю-

щийся от явлений перелова или системного истощения. Коллапс 

может угрожать ранее многочисленным промысловым популя-

циям крупных морских рыб, способным десятилетиями выдер-

живать значительное изъятие. Среди разнородной ретроспек-

тивной информации о причинах остановки промысла можно 

выделить характерные особенности развития событий, интер-

претируемые в терминах динамических систем. Классические 

непрерывные модели не подходят для ситуаций, где уровень 

воздействия определяется по некоторым гибким правилам, ко-

торые составят экспертную логику управления. Для экспертов 

из разных стран и научных школ отличается применяемая логи-

ка принятия решений по изменению стратегии эксплуатации. 

Помимо литературных источников, мы используем полученный 

нами опыт во время работы в вычислительном центре в Каспий-

ском НИИ рыбного хозяйства, который занимался определением 

допустимых уловов осетровых рыб до того, как в результате си-

стемного перелова все осетровые рыбы Каспия попали в Крас-

ную книгу. Аналогичные явления случались и ранее. 

Актуальность  

Режим перехода популяций в интервалы экстремальных 

значений численности представляет актуальную проблему и 

плохо описывается традиционными в математической биологии 

системами дифференциальных уравнений трофических связей. 

Предложен метод формирования непрерывно-дискретных вы-

числительных структур, учитывающий пороговые эффекты и 

факторы регуляции эффективности воспроизводства рыб только 

в узком диапазоне состояния запаса.  
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Триггерный функционал позволит внести локальное сто-

хастическое возмущение траектории. Развитие экстремальных 

ситуаций имеет вариативный и особый эколого-специфический 

характер.  

Рассмотрим сценарный подход к анализу экологической 

ситуации с организацией серий управляемых имитационных 

вычислительных экспериментов. Модель резкой деградации 

биоресурсов рассмотрена на примере коллапса трески Северной 

Атлантики. Этот сценарий сильно отличается от ранее изучен-

ной нами монотонной динамики истощения осетровых рыб Кас-

пийского моря [3]. Коллапс запаса реализуем в форме гранично-

го кризиса интервального притягивающего множества, где гра-

ница области притяжения аттрактора, существующего для диа-

пазона низкой численности, незначительно удалена от критиче-

ского диапазона. 

Схема предикативного сценария 

Будем разрабатывать модель пополнения с использовани-

ем организации непрерывно-событийной вычислительной схе-

мы. Кривая воспроизводства не обязательно будет унимодаль-

ной с единственным экстремумом функции f(R), что отметил 

Рикер y колебаний горбуши в реках Канады [4]. Дополнительно 

примем, что реальная зависимость способна масштабироваться 

вдоль оси ординат под действием внешних факторов. Фактиче-

ски, мы получаем семейство бимодальных кривых с двумя по-

ложениями равновесия. 

У рыб выражена стадийность развития раннего онтогене-

за. Факторы смертности должны различаться по стадиям, при 

этом момент достижения перехода личика→молодь может регу-

лироваться вспомогательным показателем развития ( )w t . 

Опишем убыль начальной численности поколения N(0) от 

момента вылупления рыб из икринок дифференциальным урав-

нением на промежутке времени 1t [0... , ... ]T   . Учтем два фак-

тора смертности и изменение их действия по ходу прохождения 

стадий развития особей, а также реакцию хищников на обилие 

жертв на второй стадии: 
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1 1

1 1 1

( ( ) [S] ) ( ),

( ( ) / ( ) ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ), ,

d

N t U N t t
dN

N w N t w t w
dt

N N t t T

     


       
    

      (1) 

где α – коэффициент зависящей от плотности компенсационной 

смертности; β – коэффициент нейтральной убыли. От репродук-

тивного потенциала разумно перейти к естественному показате-

лю средней плодовитости  . Учет влияния кормовой базы про-

изводителей, лучше проводить при корректировке  .  

Начальные условия (1) с дважды переопределяемой пра-

вой частью таковы: (0)N S ;  – длительность первой стадии 

с эндогенным питанием для рыб, которая обычно постоянна; 1  

зависима от dw – условного уровня развития, при достижении 

которого ослабляется действие факторов смертности, что объ-

ясняется разными условиями обитания молоди до и после нача-

ла самостоятельной морской миграции.  

Вспомогательное уравнение – 
2/3'( ) / ( ( ) )w t m N t  . 

Форму правой части при t    дополним триггерным функцио-

налом:  
2( ) 1 exp( ),U S cS      (2) 

где 1с  определяет степень выраженности фактора, называемо-

го в экологии эффектом агрегированной группы особей [5].  

Функционал (2) быстро стремится к *lim U( ) 1S S S  и не 

влияет на расчеты при оптимальном состоянии запаса. Область 

значений (2) ограничена – ( ) [2,1)E U  .  

Интервал ювенальной уязвимости [0,T] разделен на трой-

ку кадров модельного времени. При смене смежных кадров 

происходит переинициализация начальных условий. 

Свойства гибридной модели с логикой управления 

В инструментальной среде алгоритмически формируется 

непрерывно-событийная переопределяемая вычислительная 

структура из трех форм правой части уравнения убыли и усло-

вий завершения их активности.  
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Последовательность численных решений задач Коши для 

допустимых значений S Z  определит итоговую зависимость. 

Из модели (1) дополненной функционалом (2) мы получили за-

висимость, где диапазоны превышения ( )S S   чередуется с 

состояниями, в которых имеющийся нерестовый запас воспол-

няется не полностью.  

В новой модели не три, а четыре нетривиальные стацио-

нарные точки 
* *( )i iR R  . Устойчиво наибольшее из равнове-

сий 
*

4R , как и т (0) 0  . Три первых пересечения с биссектри-

сой 
* * *

1 2 3R R R  , в точках оказываются неустойчивы, в вычис-

лительных моделях для установления устойчивости точек ис-

пользуется вычисление ( ( ))f f x . Так как в окрестности макси-

мума модельная кривая немного превосходит третье равновесие 
*

max 3( )R R    , и если исходное состояние популяции 0R  со-

ответствует диапазону 
* * *

0 1 3 2( , ) { ( )}nR R R R   , то через ряд 

апериодических флуктуаций достигается состояние высокой 

стабильной численности
*

4R . Гипотетический вариант устойчиво-

сти 
*

1R или 
*

2R  не может объяснить самостоятельного восстанов-

ления популяций после некритического перелова. Апериодическое 

движение чувствительно к выбору начального значения 0R , это 

означает принципиальную невозможность делать прогнозы при 

подобном характере популяционной динамики [5].   

Наблюдаемый в вычислительных экспериментах аперио-

дический режим вызван локально-несвязным характером обла-

сти притяжения аттрактора 
*

4R , так как область не включает 

множество не притягивающихся к аттрактору прообразов двух 

неустойчивых точек:
* *

2 3{ ( )} { ( )}n nR R    .  

Точка 
*

1R отражает неустойчивое критическое равновесие, 

если 
*

0 1R R    и далее реализуется необратимая деградация c 

0( ) 0n R  . 
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Заключение 

Разработанная модель подтверждает, что особые сценарии 

истощения биоресурсов, названые коллапсом, действительно 

сложны для прогнозирования по ретроспективным наборам 

данных о воспроизводстве промысловых популяций.  

В случае осетровых рыб Каспия стремительная деграда-

ция произошла, когда ожидалось увеличение уловов из-за 

улучшения гидрологической обстановки. При этом важно отме-

тить, что динамика истощения запасов двух близких видов осет-

ровых, осетра и севрюги, качественно различна и не может опи-

сываться одним модельным сценарием [6]. Для белуги Huso 

huso по архивным данным не отмечается нелинейных порого-

вых эффектов. Подобная вариативность сценариев у экологиче-

ски схожих видов [7] объясняется внутривидовой дифференциа-

цией и различным вкладом в успех нереста репродуктивной 

изоляции по фактору температуры разных локальных нересто-

вых групп.  

Анализ сценарных экспериментов показывает, если про-

исходят качественные изменения в механизмах регуляции вос-

производства, то решения по изменению стратегии эксплуата-

ции запаздывают, так же, как и прогнозы допустимых уловов 

делают на основе ретроспективных сведений о предшествую-

щей динамике эксплуатируемой популяции, которая не обяза-

тельно сохранится при увеличении изъятия. Каннибализм хищ-

ных видов далеко не единственный механизм проявления отри-

цательной обратной связи в ихтиоценозах, но более прямодей-

ствующий, чем конкуренция [8].  

Один из важных сопутствующих механизмов коллапса в 

том, что при сокращении численности доминирующих хищни-

ков изменится сложившаяся возрастная структура y популяции 

их жертв. 
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ðåøàþùèõ êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ïðèêëàäíûå çàäà÷è. Íàïðè-
ìåð, áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî àíàëèçó ñëó÷àéíûõ êî-
ëåáàíèé â óïðóãèõ ñòåðæíÿõ, áàëêàõ, ïëàñòèíàõ è îáîëî÷êàõ [1�5],
ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé [6�9] è äð. Îïðåäåëåíèå äèíà-
ìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíæåíåðíûõ ñîîðóæåíèé ïðè ñëó÷àéíîì âîç-
áóæäåíèè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé.
Ïðè ýòîì îñíîâíàÿ öåëü äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà � ïîëó÷èòü õàðàê-
òåðèñòèêè ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è âíóòðåííèõ ñèë êîíñòðóê-
öèé ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé
è îáåñïå÷èòü îñíîâó äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé, ðåøåíèÿ çà-
äà÷ íàäåæíîñòè [2, 10,11] è ÷óâñòâèòåëüíîñòè [12].

Ðåäêèå èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî äâèæåíèÿ ñïëîøíûõ ñòðóê-
òóð íà÷àëîñü åùå â 1930-õ ãã. [13] íà îñíîâå òåîðèè áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ. Â êîíöå 1950-õ � íà÷àëå 1980-õ ãã. ïðîèçîøëî âîçðîæ-
äåíèå èíòåðåñà ê ýòîé òåìå [14�17], ÷òî áûëî âûçâàíî ïðîáëåìà-
ìè àíàëèçà óïðóãèõ êîëåáàíèé â ðåàêòèâíûõ è ðàêåòíûõ òðàíñ-
ïîðòíûõ ñðåäñòâàõ. Áûëî óñòàíîâëåíî ðàñïðåäåëåííîå ñòàöèîíàð-
íîå âîçáóæäåíèå, íåêîððåëèðîâàííîå êàê â ïðîñòðàíñòâå, òàê è âî
âðåìåíè è âûçûâàþùåå êîíå÷íûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ñìåùåíèÿ,
íî áåñêîíå÷íûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå íàïðÿæåíèÿ â áàëêå Áåðíóë-
ëè �Ýéëåðà ñ ïîïåðå÷íûì âÿçêèì äåìïôèðîâàíèåì; íàéäåíû ñõî-
äÿùèåñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå íàïðÿæåíèÿ äëÿ áàëêè Áåðíóëëè �
Ýéëåðà ñî ñòðóêòóðíûì äåìïôèðîâàíèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âîç-
áóæäåíèå îãðàíè÷èâàëîñü îäíîé òî÷êîé; ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåííîå íåêîððåëèðîâàííîå âîçáóæäåíèå áóäåò ñîçäàâàòü êîíå÷íûå
ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå íàïðÿæåíèÿ â áàëêå Òèìîøåíêî ñ ïîïåðå÷íûì
è âðàùàòåëüíûì âÿçêèì äåìïôèðîâàíèåì è äð.

Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé â ñïëîø-
íîé ñðåäå áàçèðóþòñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÑÄÓâ×Ï) [19�21] èëè áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ ÑÄÓ, â êîòîðûõ âíåøíèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå íåîïðåäå-
ëåííîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè è ïîëÿìè. Â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ äëÿ ÑÄÓâ×Ï â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå áûëè óñòàíîâëåíû ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâà-
íèè, åäèíñòâåííîñòè, èíâàðèàíòíûõ ìåðàõ è äðóãèõ êîëè÷åñòâåí-
íûõ è êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé íî òåîðèÿ ÑÄÓâ×Ï äàëåêà
îò çàâåðøåíèÿ, íàïðèìåð, íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííûå ïîïûòêè [22],
íå ïîñòðîåíà ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, àíà-
ëîãè÷íàÿ è îáîáùàþùàÿ òàêóþ òåîðèþ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Íàäåæíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå óïðóãèõ ñèñòåì ñâÿçàíî ñ ïîíÿ-
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òèåì äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [23�26]. Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè
òàêîãî òèïà óæå äàâíî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ
óñòîé÷èâîñòè, äàííîãî À.Ì.Ëÿïóíîâûì â êîíöå XIX â, âûçûâàëè è
äî ñèõ ïîð çíà÷èòåëüíûé íàó÷íûé èíòåðåñ. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ îòíî-
ñèòåëüíî äàâíþþ òðàäèöèþ, ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè
óïðóãèõ ñèñòåì åùå ïðåäñòîèò ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü, à íåêîòîðûå
î÷åíü àêòóàëüíûå âîïðîñû âñå åùå æäóò ïðîÿñíåíèÿ. Äåëî â òîì,
÷òî ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé íåñòàáèëüíîñòè, â îòëè÷èå îò èõ ñòàòè-
÷åñêèõ àíàëîãîâ, èìåþò ìåñòî ïðè íåíóëåâîé êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòå
è âêëþ÷àþò âñå ìåõàíè÷åñêèå ïðîáëåìû, â êîòîðûõ íåâîçìîæíî
èçáåæàòü ó÷åòà âðåìåíè. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñòðóêòóðíûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåðãàþùèõñÿ äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå â èõ
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.

Ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðèâëåêà-
þò áîëüøîå âíèìàíèå è ïðè êà÷åñòâåííîì àíàëèçå ñòîõàñòè÷åñêèõ
ñèñòåì. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó ïî âåðîÿòíîñòè, îáû÷íàÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ è ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè
íàâåðíîå [27�30]. Íàïðèìåð, àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ øèðîêî èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè èç-çà åå âàæ-
íîñòè äëÿ ïðèëîæåíèé [31]. Â ÷àñòíîñòè, áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ìóëü-
òèïëèêàòèâíûé áåëûé øóì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñòàáèëèçàöèè
íåñòàáèëüíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, íàéäå-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ýíåðãèè
ñèñòåìû, à òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ ñìåùåíèÿ è ñêîðî-
ñòè, îêàçàíî, ÷òî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîìåðíûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé.

Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ è àíàëèçó ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì [7,32�34]: èññëåäóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ óñòîé-
÷èâîñòü ïðè âîçáóæäåíèè îãðàíè÷åííûì øóìîì; ïðè ìàëîì çàòóõà-
íèè è ñëàáîé ñëó÷àéíîé ôëóêòóàöèè ñòðîÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòî-
õàñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ; ïî çíàêàì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íàõîäÿò
óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òðèâèàëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íî íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííûå äîñòèæå-
íèÿ, ïîëó÷åííûå çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ, íåîáõîäèìî ïðèçíàòü,
÷òî ñïåêòð àêòóàëüíûõ çàäà÷ íå ñóæàåòñÿ.
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Áàëî÷íûå êîíñòðóêöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ îòðàñ-
ëÿõ ãðàæäàíñêîãî, ìàøèíîñòðîåíèÿ è àâèàêîñìè÷åñêîé òåõíèêè, à
ïîýòîìó çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè îäèíî÷íûõ áàëîê íà îñ-
íîâå òåîðèé Áåðíóëëè �Ýéëåðà, Áðåññà�Òèìîøåíêî, Ðåëåÿ, Øåðå-
ìåòåâà�Ïåëåõà [16, 35] è ðàçëè÷íûå èõ ôîðìû, â ÷àñòíîñòè, âåðòè-
êàëüíûå êîëîííû ïîä äåéñòâóåì ñæèìàþùèõ íàãðóçîê [11], ìíî-
ãîñëîéíûå áàëêè ñ íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè [36], áàëêè èç
êîìïîçèòà [37], â ò.÷. èçîòðîïíûå áàëêè, ïîêðûòîé ñëîÿìè êîìïî-
çèòíûõ ïîêðûòèé ñ ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèåé [38], èçó÷àëèñü ìíîãèìè
èññëåäîâàòåëÿìè. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå áàëî÷íûõ ìîäåëåé èññëå-
äóþòñÿ êîëåáàíèÿ ìíîãîýòàæíûõ çäàíèé [39], âîçäåéñòâèÿ äâèæó-
ùåãîñÿ òðàíñïîðòà (àâòîìîáèëè, ïîåçäà) íà âèáðàöèè ìîñòîâ [40];
ó÷èòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå âîçìóùåíèÿ � ïóàññîíîâñêèå [41], îñå-
âûå [42, 43] (îáîáùåíèåì ïîñëåäíèõ ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè äëÿ îïèñà-
íèÿ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ òîíêèõ ïëàñòèí ïðè îñåâîì ïëîñ-
êîì âîçáóæäåíèè [44]. Îòìåòèì òàêæå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå îáòå-
êàíèå ðàçëè÷íûìè ïîòîêàìè êîíñòðóêöèé è îïèñûâàþùèå áóðèëü-
íûå êîëîííû, òåïëîîáìåííûå òðóáû, ìèêðîìàñøòàáíûå ðåçîíàòî-
ðû, ÿäåðíûå òîïëèâíûå ýëåìåíòû, áóêñèðóåìûå ãèáêèå öèëèíäðû
äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè âîäû è ò.ï.

Âàæíûì òåõíîëîãè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êîíöåïöèè îäèíî÷íîé
áàëêè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ áàëîê, êîòîðûå ñâÿçà-
íû óïðóãèì ñîåäèíåíèåì [18]. Òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé
ìîäåëüþ ñëîæíîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ
îäíîìåðíûõ òâåðäûõ òåë, ñîåäèíåííûõ ëèíåéíûì óïðóãèì ñëîåì
òèïà Âèíêëåðà. Ðàçëè÷íûå çàäà÷ äëÿ òàêèõ ñèñòåì çàíèìàþò âàæ-
íîå ìåñòî âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè. Âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóíòà è êîíñòðóêöèè óïðóãîå îñ-
íîâàíèå íåðåäêî ìîäåëèðóþò óïðóãèì ñëîåì Âèíêëåðà. Òàêæå èç-
âåñòíî, îäíà áàëêà è óïðóãèé ñëîé ñèñòåìû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê íåïðåðûâíûé äèíàìè÷åñêèé ïîãëîòèòåëü äëÿ ïîäàâëåíèÿ âèá-
ðàöèè äðóãîé áàëêè, ïîäâåðãàþùåéñÿ äåéñòâèþ äèíàìè÷åñêîé ñè-
ëû. Óïðóãî ñâÿçàííûå áàëêè èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåí-
íîé ìîäåëè äëÿ àíàëèçà âèáðàöèè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ èëè â
êà÷åñòâå ìîäåëåé íåïðåðûâíûõ ñèñòåì äëÿ óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê
è ò.ä.

Ó÷èòûâàÿ âîçìîæíîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ òåõíèêè, äèíàìèêà äâóõáàëî÷íûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò áîëü-
øîé èíòåðåñ (ñì. îáçîð â ðàáîòå [18]). Ñ ïðîèçâîëüíûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè è âîçìóùàþùèìè ôóíêöèÿìè çàäà÷ó ðåøèòü òðóäíî,
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ïîñêîëüêó îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ñâÿçàíû. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðîáëåìà
ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìîé.

Â ðàáîòå [18] èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü ïî÷òè
íàâåðíîå, à òàêæå ðàâíîìåðíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äâóõ-
áàëî÷íîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ äåìïôèðîâà-
íèÿ, äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ ñèë, æåñòêîñòè íà èçãèá, ìîäóëÿ æåñòêî-
ñòè ñëîÿ Âèíêëåðà è èíòåíñèâíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîñòàâëÿ-
þùèõ îñåâîé íàãðóçêè. Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ
óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè íàâåðíîå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü
èíîãäà îêàçûâàþòñÿ ñëèøêîì ñèëüíûìè.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîìåíòíàÿ óñòîé-
÷èâîñòü (â ñìûñëå Â.Â.Áîëîòèíà [1]) äâóõáàëî÷íîé ñèñòåìû â çà-
âèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè è õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ
øóìîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðíûìè áåëûìè øóìàìè, âîç-
ìóùàþùèìè îòäåëüíûå ãàðìîíèêè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿ-
åòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ ìîäåëè è ñòðîÿòñÿ áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÄÓ)
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ äèñêðåòèçàöèè, à çàòåì è áåñêîíå÷íûå áëî÷-
íûå ñèñòåìû äåòåðìèíèðîâàííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) äëÿ ïåðâûõ è âòîðûõ ìîìåíòíûõ ôóíêöèé.
Ýòè áëî÷íûå ñèñòåìû è ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì àíàëèçà íà ñòîõàñòè÷å-
ñêóþ óñòîé÷èâîñòü íà îñíîâå êðèòåðèÿ Ðàóñà �Ãóðâèöà. Äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ äëèííûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê èñïîëüçîâàëñÿ êîìïüþ-
òåðíûé ïàêåò Mathematica [45].

L

xF2(t)

F1(t)

F2(t)

F1(t)

U

Ðèñ. 1

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (ðèñ. 1), ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ïàðàëëåëü-
íûõ òîíêèõ ïðèçìàòè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ áàëîê, êîòîðûå âçàèìî-
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äåéñòâóþò ÷åðåç óïðóãèé ñëîé, îïèñûâàåìûé ìîäåëüþ Âèíêëåðà.
Îáå áàëêè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ñâîáîäíî îïåðòû íà êîíöàõ è
ïîäâåðãàþòñÿ îñåâîìó ñæàòèþ ñèëàìè F1 è F2.

Íà îñíîâå òåîðèè Áåðíóëëè �Ýéëåðà è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
èíåðöèÿ âðàùåíèÿ è äåôîðìàöèÿ ñäâèãà ïðåíåáðåæèìî ìàëû, óðàâ-
íåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì [18]:

m∗
1

∂2U1(x, t)

∂t2
+ 2α1

∂U1(x, t)

∂t
+ E1 I1

∂4U1(x, t)

∂x4
+

+ F1(t)
∂2U1(x, t)

∂x2
+ γ

[
U1(x, t)− U2(x, t)

]
= 0, (1)

m∗
2

∂2U2(x, t)

∂t2
+ 2α2

∂U2(x, t)

∂t
+ E2 I2

∂4U2(x, t)

∂x4
+

+ F2(t)
∂2U2(x, t)

∂x2
+ γ

[
U2(x, t)− U1(x, t)

]
= 0, (2)

ãäå m∗
i > 0 � ïîãîííûå ìàññû; 2αi > 0 � êîýôôèöèåíòû âÿçêîãî

òðåíèÿ; Ei Ii > 0 � æåñòêîñòè íà ïðîãèá; Fi(t) � ñòàöèîíàðíûå ñëó-
÷àéíûå ïðîöåññû; γ > 0 � ìîäóëü æåñòêîñòè óïðóãîãî ñëîÿ â ìîäåëè
Âèíêëåðà; x � îñåâàÿ êîîðäèíàòà; t � âðåìÿ; L � äëèíà áàëîê; i =
1, 2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

U1(0, t) = U2(0, t) = U1(L, t) = U2(L, t) = 0, (3)

∂2U1(0, t)

∂x2
=

∂2U2(0, t)

∂x2
=

∂2U1(L, t)

∂x2
=

∂2U2(L, t)

∂x2
= 0. (4)

Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì â áåçðàçìåðíîé ôîðìå, äëÿ ÷åãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x =
x

L
, αi =

αi

m∗
i

, ei =
Ei Ii
m∗

i L
4
,

vi + Vi(t) =
Fi

m∗
i L

2
, γi =

γ

m∗
i

ãäå αi > 0, ei > 0, γi > 0; Vi(t) � íåçàâèñèìûå ñòðóêòóðíûå áåëûå
øóìû ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Vi(t) =

+∞∑
ν=1

σνi δkν Vνi(t), E[Vνi(t)] = 0,

63



ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÅÕÀÍÈÊÈ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß � 2021

E[Vνi(t1)Vµj(t2)] = δij δνµ δ(t2 − t1), i, j = 1, 2, ν, µ = 1, 2, ...;

σiν > 0, E[·] � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ; δij � ñèìâîë
Êðîíåêåðà; δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1),
(2) è êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

∂2U1(x, t)

∂t2
+ 2α1

∂U1(x, t)

∂t
+ e1

∂4U1(x, t)

∂x4
+

+
[
v1 + V1(t)

] ∂2U1(x, t)

∂x2
+ γ1

[
U1(x, t)− U2(x, t)

]
= 0, (5)

∂2U2(x, t)

∂t2
+ 2α2

∂U2(x, t)

∂t
+ e2

∂4U2(x, t)

∂x4
+

+
[
v2 + V2(t)

] ∂2U2(x, t)

∂x2
+ γ2

[
U2(x, t)− U1(x, t)

]
= 0, (6)

U1(0, t) = U2(0, t) = U1(L, t) = U2(L, t) = 0, (7)

∂2U1(0, t)

∂x2
=

∂2U2(0, t)

∂x2
=

∂2U1(L, t)

∂x2
=

∂2U2(L, t)

∂x2
= 0. (8)

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5), (6), ïîäâåðæåííîé ñëó-
÷àéíûì îñåâûì íàãðóçêàì, íà îñíîâå òåîðèè ìîìåíòíîé óñòîé÷è-
âîñòè Â.Â.Áîëîòèíà [1].

2. Äèñêðåòèçàöèÿ ìîäåëè

Åñëè îáîçíà÷èòü

U3(x, t) =
∂U1(x, t)

∂t
, U4(x, t) =

∂U2(x, t)

∂t
,

òî ñèñòåìà (5), (6) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ÷åòûðåõ ëèíåé-
íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ (ÑÄÓâ×Ï) ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì øóìîì

∂U1(x, t)

∂t
= U3(x, t),

∂U2(x, t)

∂t
= U4(x, t),

∂U3(x, t)

∂t
= −2α1 U3(x, t)− e1

∂4U1(x, t)

∂x4
−

−
[
v1 + V1(t)

] ∂2U1(x, t)

∂x2
− γ1

[
U1(x, t)− U2(x, t)

]
, (9)
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∂U4(x, t)

∂t
= −2α2 U4(x, t)− e2

∂4U2(x, t)

∂x4
−

−
[
v2 + V2(t)

] ∂2U2(x, t)

∂x2
− γ2

[
U2(x, t)− U1(x, t)

]
.

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ çàêëþ÷åíèÿ îá ñòîõàñòè÷åñêèõ óñòîé÷èâî-
ñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåèçâåñòíûõ
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (ïîëåé) Ui(x, t), i = 1, 2, 3, 4, â âèäå ðÿäîâ ïî
ôóíêöèÿì

φk(x) = sinωk x, ωk =
π k

L
, k = 1, 2, ..., (10)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì. Òîãäà ïðåäñòàâëÿÿ óêà-
çàííûå ôóíêöèè â âèäå

Ui(x, t) =

+∞∑
k=1

Uki(t)φk(x), i = 1, 2, 3, 4, (11)

ãäå Uki(t) � íîâûå íåèçâåñòíûå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè, äëÿ ðàçëîæå-
íèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

mi(x, t) ≡ E[Ui(x, t)] = E
[ +∞∑
k=1

Uki(t)φk(x)
]
=

=

+∞∑
k=1

E[Uki(t)] φk(x) =

+∞∑
k=1

mki(t)φk(x), i = 1, 2, 3, 4,

à äëÿ íà÷àëüíûõ è öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ � ñîîòíîøåíèÿ

mij(x, y, t) ≡ E[Ui(x, t)Uj(y, t)] =

= E

[
+∞∑
k=1

Uki(t)φk(x)×
+∞∑
ℓ=1

Uℓj(t)φℓ(y)

]
=

=

+∞∑
k,ℓ=1

E[Uki(t)Uℓj(t)] φk(x)φℓ(y) =

=

+∞∑
k,ℓ=1

mkℓij(t)φk(x)φℓ(y), i, j = 1, 2, 3, 4,

Dij(x, y, t) ≡ E
[{
Ui(x, t)−mi(x, t)

}{
Uj(y, t)−mj(y, t)

}]
=
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= E

[
+∞∑
k=1

[
Uki(t)−mki(t)

]
φk(x)×

+∞∑
ℓ=1

[
Uℓj(t)−mℓj(t)

]
φℓ(y)

]
=

=
+∞∑
k,ℓ=1

E
[{
Uki(t)−mki(t)

}{
Uℓj(t)−mℓj(t)

}]
φk(x)φℓ(y) =

=

+∞∑
k,ℓ=1

Dkℓij(t)φk(x)φℓ(y) ≡

≡
+∞∑
k,ℓ=1

[
mkℓij(t)−mi(x, t)mj(y, t)

]
φk(x)φℓ(y),

i, j = 1, 2, 3, 4,

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå E[...] � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Åñëè ðàçëîæåíèå (11) ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (9), ñîáðàòü è

ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè ôóíêöèÿõ φk(x) ñ îäèíàêîâûìè èí-
äåêñàìè â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé, òî ïîëó÷èì ñ÷åòíóþ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ËÑÎÄÓ) îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Uki(t)
ñëåäóþùåãî âèäà:

U̇k1(t) = Uk3(t),

U̇k2(t) = Uk4(t),

U̇k3(t) = −2α1 Uk3(t)− e1 ω
4
k Uk1(t)+

+
[
v1 + σk1 Vk1(t)

]
ω2
k Uk1(t)− γ1

[
Uk1(t)− Uk2(t)

]
, (12)

U̇k4(t) = −2α2 Uk4(t)− e2 ω
4
k Uk2(t)+

+
[
v2 + σk2 Vk2(t)

]
ω2
k Uk2(t)− γ2

[
Uk2(t)− Uk1(t)

]
.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

3.1. Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ

Åñëè áû ñèñòåìà ËÑÎÄÓ èìåëà êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, ìîæíî
áûëî áû çàïèñàòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà �Ïëàíêà �
Êîëìîãîðîâà äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòà ñíîñà è äèôôóçèè [46,47]. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè óêàçàííîå
óðàâíåíèå è åãî êîýôôèöèåíòû áóäóò âûãëÿäåòü òàê:
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∂p(u, t)

∂t
=

1

2

+∞∑
n,m=1

∂
[
bnm(u, t) p(u, t)

]
∂un∂um

−

−
+∞∑
n=1

∂
[
an(u, t) p(u, t)

]
∂un

≡ L̂
q
p(u, t)

y
, (13)

ãäå

u = {u1, u2, ..., un, ...} = col{u1,u2, ...,uk, ...} ≡
≡ {u11, u12, u13, u14, u21, u22, u23, u24, ..., uk1, uk2, uk3, uk4, ...}ᵀ,

� âåêòîð ñîñòîÿíèÿ,

an(u, t) = fk(u, t) +
1

2

+∞∑
s=1

+∞∑
r=1

∂gnr(u, t)

∂us
gsr(u, t),

bnm(u, t) =

+∞∑
r=1

gnr(u, t) gmr(u, t)

� êîýôôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè, p(·, ·) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ; ᵀ � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö è âåêòî-
ðîâ.

Àíàëèçèðóÿ ôîðìó óðàâíåíèé (12), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ
n = 4 k − 3, 4 k − 2, 4 k − 1, 4 k (k = 1, 2, ...) âåðíû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

f4 k−3 ≡ fk1 = uk3,

f4 k−2 ≡ fk2 = uk4,

f4 k−1 ≡ fk3 = −2α1 uk3 − e1 ω
4
k uk1 + v1 ω

2
k uk1 − γ1

(
uk1 − uk2

)
,

f4 k ≡ fk4 = −2α2 uk4 − e2 ω
4
k uk2 + v2 ω

2
k uk2 − γ2

(
uk2 − uk1

)
,

g4 k−1,4 k−1 ≡ gk33 = σk1 ω
2
k uk1,

g4 k,4 k ≡ gk44 = σk2 ω
2
k uk2,

gsr = 0, îñòàëüíûå.

Îòñþäà äëÿ k = 1, 2, ... ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

a4 k−3 = uk3,

a4 k−2 = uk4,

a4 k−1 = −2α1 uk3 − e1 ω
4
k uk1 + v1 ω

2
k uk1 − γ1

(
uk1 − uk2

)
,
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a4 k = −2α2 uk4 − e2 ω
4
k uk2 + v2 ω

2
k uk2 − γ2

(
uk2 − uk1

)
,

b4k−3,4k−3 = σ2
k1 ω

4
k u

2
k1,

b4k,4k = σ2
k2 ω

4
k u

2
k2,

bnm = 0, îñòàëüíûå,

ò. å. âåêòîð ñíîñà ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ãðóïïû ïî ÷åòû-
ðå ýëåìåíòà, à ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè èìååò áëî÷íî-
äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó ñ íåçàâèñèìûìè 4x4-áëîêàìè. Â ýòèõ óñëî-
âèÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâmki(t),mkℓij(t) è Dkℓij(t) íà îñíîâå îáùèõ
óðàâíåíèé âèäà

ṁki(t) =

∫
R∞

aki(u, t) L̂
q
p(u, t)

y
du, k = 1, 2, ..., i = 1, 4; (14)

ṁkℓij(t) =

∫
R∞

[
uki aℓj(u, t) + uℓj aki(u, t)+

+ bkℓij(u, t)
]
L̂

q
p(u, t)

y
du, k, ℓ = 1, 2, ..., i, j = 1, 4. (15)

Ḋkℓij(t) =

∫
R∞

[
(uki −mki) aℓj(u, t) + (uℓj −mℓj) aki(u, t)+

+ bkℓij(u, t)
]
L̂

q
p(u, t)

y
du, k, ℓ = 1, 2, ..., i, j = 1, 4. (16)

ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ËÎÄÓ) â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ṁk1 = mk3,

ṁk2 = mk4,

ṁk3 = −2α1 mk3 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mk1 + γ1 mk2,

ṁk4 = −2α2 mk4 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mk2 + γ2 mk1;

ṁkk11 = mkk13 +mkk31,

ṁkk12 = mkk14 +mkk32,

ṁkk13 = −2α1 mkk13 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk11+

+ γ1 mkk12 +mkk33,

ṁkk14 = −2α2 mkk14 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk12+

+ γ2 mkk11 +mkk34,

ṁkk21 = mkk23 +mkk41,

ṁkk22 = mkk24 +mkk42,
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ṁkk23 = −2α1 mkk23 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk21+

+ γ1 mkk22 +mkk43,

ṁkk24 = −2α2 mkk24 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk22+

+ γ2 mkk21 +mkk44,

ṁkk31 = −2α1 mkk31 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk11+

+ γ1 mkk21 +mkk33,

ṁkk32 = −2α1 mkk32 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk12+

+ γ1 mkk22 +mkk34,

ṁkk33 = −4α1 mkk33 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk13+

+ (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk31 + γ1 (mkk23 +mkk32)+

+ σ2
k1 ω

4
k mkk11,

ṁkk34 = −2 (α1 + α2)mkk34 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk14+

+ (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk32 + γ1 mkk24 + γ2 mkk31,

ṁkk41 = −2α2 mkk41 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk21+

+ γ2 mkk11 +mkk43,

ṁkk42 = −2α2 mkk42 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk22+

+ γ2 mkk12 +mkk44,

ṁkk43 = −2 (α1 + α2)mkk43 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk23

+ (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)mkk41 + γ1 mkk42 + γ2 mkk13,

ṁkk44 = −4α2 mkk44 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk24+

+ (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)mkk42 + γ2 (mkk14 +mkk41)+

+ σ2
k2 ω

4
k mkk22;

Ḋkk11 = Dkk13 +Dkk31,

Ḋkk12 = Dkk14 +Dkk32,

Ḋkk13 = −2α1 Dkk13 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk11+

+ γ1 Dkk12 +Dkk33,

Ḋkk14 = −2α2 Dkk14 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk12+

+ γ2 Dkk11 +Dkk34,

Ḋkk21 = Dkk23 +Dkk41,

Ḋkk22 = Dkk24 +Dkk42,
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Ḋkk23 = −2α1 Dkk23 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk21+

+ γ1 Dkk22 +Dkk43,

Ḋkk24 = −2α2 Dkk24 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk22+

+ γ2 Dkk21 +Dkk44,

Ḋkk31 = −2α1 Dkk31 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk11+

+ γ1 Dkk21 +Dkk33,

Ḋkk32 = −2α1 Dkk32 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk12+

+ γ1 Dkk22 +Dkk34,

Ḋkk33 = −4α1 Dkk33 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk13+

+ (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk31 + γ1 (Dkk23 +Dkk32)+

+ σ2
k1 ω

4
k Dkk11,

Ḋkk34 = −2 (α1 + α2)Dkk34 + (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk14+

+ (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk32 + γ1 Dkk24 + γ2 Dkk31,

Ḋkk41 = −2α2 Dkk41 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk21+

+ γ2 Dkk11 +Dkk43,

Ḋkk42 = −2α2 Dkk42 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk22+

+ γ2 Dkk12 +Dkk44,

Ḋkk43 = −2 (α1 + α2)Dkk43 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk23+

+ (v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1)Dkk41 + γ1 Dkk42 + γ2 Dkk13,

Ḋkk44 = −4α2 Dkk44 + (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk24+

+ (v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2)Dkk42 + γ2 (Dkk14 +Dkk41)+

+ σ2
k2 ω

4
k Dkk22.

3.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

Îöåíèì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ÎÄÓ äëÿ ôóíêöèémki(t) èç ðàç-
ëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ìàòðèöó
êîýôôèöèåíòîâ

Ak =


0 0 1 0
0 0 0 1

v1 ω
2
k − e1 ω

4
k − γ1 γ1 −2α1 0

γ2 v2 ω
2
k − e2 ω

4
k − γ2 0 −2α2

 .

Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïðèì�åíèì êðèòåðèé Ðàóñà �Ãóðâèöà: äëÿ
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òîãî, ÷òîáû âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

a0 λ
q + a1 λ

q−1 + a2 λ
q−2 + ...+ aq = 0

èìåëè îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ïðè a0 > 0 âñå q ãëàâíûõ äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ îïðå-
äåëèòåëÿ Ãóðâèöà

Γ =



a1 a3 a5 ... 0 0
a0 a2 a4 ... 0 0
0 a1 a3 ... 0 0
0 a0 a2 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... aq−1 0
0 0 0 ... aq−2 aq


áûëè ïîëîæèòåëüíû.

Â íàøåì ñëó÷àå q = 4, à êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

a0 = 1 > 0;

a1 = 2 (α1 + α2) > 0;

a2 = 4α1 α2 + γ1 + γ2 − (v1 + v2)ω
2
k + (e1 + e2)ω

4
k;

a3 = 2 (α2 γ1 + α1 γ2)− 2 (α1 v2 + α2 v1)ω
2
k + 2 (α1 e2 + α2 e1)ω

4
k;

a4 = ω2
k

[
− (γ1 v2 + γ2 v1) + (γ1 e2 + γ2 e1 + v1 v2)ω

2
k−

− (e1 v2 + e2 v1)ω
4
k + e1 e2 ω

6
k

]
.

Íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ Ãóðâèöà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êðîìå ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ êîýôôèöè-
åíòîâ, åùå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé

a1 a2 − a0 a3 > 0, a3 (a1 a2 − a0 a3)− a4 a
2
1 > 0. (17)

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå a2 = 0 èìåëî
êîìïëåêñíûå êîðíè, òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè a2 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

4 (e1 + e2) (4α1 α2 + γ1 + γ2) > (v1 + v2)
2.

Àíàëîãè÷íî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè a3 áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

4 (α2 γ1 + α1 γ2) (α1 e2 + α2 e1) > (α1 v2 + α2 v1)
2.
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Áîëåå ãðóáûå, ÷åì ïðåäûäóùåå, óñëîâèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè a4
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òàê:

π2 (γ1 e2 + γ2 e1 + v1 v2)

L2
> γ1 v2 + γ2 v1,

π2 e1 e2
L2

> e1 v2 + e2 v1.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (17). Ïåðâîå èç
íèõ áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

4 (α1 γ1 + α2 γ2 + 4α2 α
2
1 + 4α2

2 α1) >
(α1 v1 + α2 v2)

2

α1 e1 + α2 e2
.

Ðàññìîòðèì âòîðîå íåðàâåíñòâî (17). Åñëè e1 = e2 = e0, òî èñòèí-
íîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò èç èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà

Q1

[
4 e0 (α1 + α2)

2 + (v1 − v1)
2
]
> α1 α2 Q2,

ãäå

Q1 = (α1 γ2 + α2 γ1)
[
α1 γ1 + α2 γ2 + 4α1 α2 (α1 + α2)

]
;

Q2 =
[
v1 (2α

2
2 + 2α1 α2 + γ1 − γ2) + v2 (2α

2
1 + 2α1 α2 + γ2 − γ1)

]2
.

Åñëè æå e1 ̸= e2, òî äîëæíû áûòü èñòèííûìè ñëåäóþùèå íåðàâåí-
ñòâà:

Q1

[
2 (2α2

2 + 2α1 α2 + γ1 − γ2) e1 + 2 (2α2
1 + 2α1 α2 + γ2 − γ1) e2+

+(v1 − v2)
2
]
> α1 α2 Q2;

π2 (e1 − e2)
2 > 2L2 (e1 − e2)(v1 − v2)

Èòàê, âñå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé Uki(t) äëÿ k > 1 è i = 1, 2, 3, 4, ïîëó÷åíû, à çíà÷èò
ðåøåíà ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâî-
ñòè mi(x, t) = E[Ui(x, t)].

3.3. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü âòîðûõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó íà óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèé Dij(x, y, t) ÷åðåç
ïîñðåäñòâî Dkℓij(t). Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå êðèòå-
ðèÿ Ðàóñà �Ãóðâèöà äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé ÷àñòè ïîñòàâëåííîé ïðî-
áëåìû äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê íà êîì-
ïüþòåðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà÷ó â ñâÿçè óâåëè÷åíè-
åì ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû ËÎÄÓ (D-ñèñòåìû) äëÿ Dkkij(t)
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(â ñâÿçè ñ åå ãðîìîçäêîñòüþ íèæå îíà íå ïðèâîäèòñÿ) ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû ñèñòåìû äëÿ mki(t). Òàê äàæå ïîëó-
÷åíèå âûðàæåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ äëÿ D-ñèñòåìû ïîòðåáîâàëî îòêàçà îò ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ
(ñðåäñòâàìè ïàêåòà Mathematica) ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëèòåëÿ
è ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ôàääååâà [48].

Áîëüøîé ðàçìåð èìåþò è ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à èìåííî, â ïàìÿòè êîì-
ïüþòåðà îíè çàíèìàþò áîëåå 15 Ìá. Ïîýòîìó íèæå ïðèâîäÿòñÿ
òîëüêî ïåðâûå êîýôôèöèåíòû

a0 = 1 > 0;

a1 = 16 (α1 + α2) > 0;

a2 = 4 (27α2
1 + 62α1 α2 + 27α2

2) + 8 (γ1 + γ2)− 8 (v1 + v2)ω
2
k+

+ 8 (e1 + e2)ω
4
k;

a3 = 8R0 − 8R1 ω
2
k + 2R2 ω

4
k,

ãäå

R0 = 50α3
1 + 202α2

1 α2 + 202α1 α
2
2 + 50α3

2 + α1 (13 γ1 + 15 γ2)+

+ α2 (15 γ1 + 13α2 γ2)

R1 = 13α1 v1 + 15α1 v2 + 15α2 v1 + 13α2 v2,

R3 = 52α1 e1 + 60α1 e2 + 60α2 e1 + 52α2 e2 − σ2
1 − σ2

2 ,

óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êîòîðûõ íåñëîæíî óêàçàòü:

2
[
27α2

1 + 62α1 α2 + 27α2
2 + 2 (γ1 + γ2)

]
(e1 + e2) > (v1 + v2)

2

äëÿ a2 è R0 R2 > R2
1 äëÿ a3.

Ê ñîæàëåíèþ, óæå íà÷èíàÿ ñ êîýôôèöèåíòà a4, íà÷èíàåòñÿ ðåç-
êèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò äëèíû âûðàæåíèé aj , ÷òî íå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü íàãëÿäíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ýòèõ êîýôôè-
öèåíòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà âåñüìà ãðî-
ìîçäêèå, íî ÿâíûå ñèìâîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ aj è
îïðåäåëèòåëåé Ãóðâèöà ìû ìîæåì ïðè êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîâåðèòü çíàêè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé
è äàæå ñòðîèòü â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 32], ãäå ýòà èäåÿ èñïîëüçîâàëàñü äàæå äëÿ
àíàëèçà ñèñòåì áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà), ÷òîáû ñäåëàòü íåîáõîäè-
ìûå âûâîäû. Êðîìå òîãî, äëÿ êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè öåíòðàëüíûõ
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ìîìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ñîîòíîøåíèå |Dij | 6

√
Dii Djj .

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà ìîìåíòíîé óñòîé÷èâîñòè óïðóãîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ
áàëîê, ñ èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ Ðàñà �Ãóðâèöà, ïðè÷åì ÷àñòü çà-
äà÷è, îòíîñÿùàÿñÿ ê óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïîë-
íîñòüþ ðåøåíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, à âòîðàÿ äëÿ ìîìåíòîâ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà � â ñìåøàííîé ôîðìå, âêëþ÷àþùåé ïîëó÷åíèå ñèì-
âîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ 16-ãî ïîðÿäêà, âûïèñûâàíèå óñëîâèé îòðèöàòåëüíîñòè äëÿ
íåêîòîðûõ èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ è ÷èñëåííûé ðàñ÷åò îïðåäåëè-
òåëåé Ãóðâèöà äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
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