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1. Операторы в квантовой механике

1.1. Линейные операторы

В квантовой механике состояние физической системы задаётся волновой функ-
цией ψ, которая представляет собой вектор из некоторого комплексного гиль-
бертова пространства. Для обозначения скалярного произведения векторов
этого пространства, как правило, используются символы (ψ1, ψ2) либо ⟨ψ1|ψ2⟩:

(ψ1, ψ2) ≡ ⟨ψ1|ψ2⟩ =
∫
ψ∗
1(x)ψ2(x) dx; (1.1)

интегрирование здесь выполняется по всему конфигурационному простран-
ству системы, dx — его элементарный объём. Физические величины в кванто-
вой механике представляются линейными операторами, которые действуют
на волновые функции. Оператор, определённый в пространстве R, называет-
ся линейным, если выполняются условия

Â (αψ1 + βψ2) = αÂψ1 + βÂψ2, (1.2)

где ψ1 и ψ2 — две произвольные функции (векторы состояний) из R, а α

и β — любые (комплексные) числа. Оператор Î, ставящий в соответствие
каждой функции ψ саму функцию ψ, называется единичным. Оператор Â−1

называется обратным к оператору Â, если выполняются равенства Â−1Â =

ÂÂ−1 = Î.
а) Сложение операторов. Если даны линейные операторы Â и B̂, то опе-

ратор Ĉ = Â+ B̂ определён формулой

Ĉψ =
(
Â+ B̂

)
ψ = Âψ + B̂ψ. (1.3)

б) Умножение операторов. Если Â и B̂ — линейные операторы, то опера-
тор Ĉ = ÂB̂ определяется условием

Ĉψ = ÂB̂ψ = Â
(
B̂ψ
)
, (1.4)

то есть сначала на функцию ψ действует оператор B̂, а потом на результат
— оператор Â. В общем случае ÂB̂ ̸= B̂Â. Оператор

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â

называется коммутатором операторов Â и B̂. Если
[
Â, B̂

]
= 0, то говорят,

что операторы Â и B̂ коммутируют.
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Линейному оператору Â можно сопоставить сопряжённый оператор Â+ с
помощью равенства (

ψ, Âφ
)
=
(
Â+ψ, φ

)
. (1.5)

Если Â = Â+, то оператор Â называют самосопряжённым, или эрмитовым.
Два важных свойства сопряжённых операторов: а) Â++ = Â; б) если Ĉ = ÂB̂,
то Ĉ+ = B̂+Â+.

1.2. Элементы теории представлений

Если для оператора Â и функции ψ с отличной от нуля нормой (⟨ψ|ψ⟩ ̸= 0)
выполняется равенство

Âψ = λψ, (1.6)

где λ — число, то λ называется собственным значением (собственным чис-
лом) оператора Â, отвечающим собственной функции ψ. Спектр собствен-
ных значений оператора может быть как дискретным, так и непрерывным.
Собственные значения самосопряжённых операторов вещественны, а их соб-
ственные функции, отвечающие различным собственным значениям, взаимно
ортогональны.

В квантовой механике постулируется, что любая физическая величина
изображается самосопряжённым оператором и принимать только те значе-
ния, которые являются для него собственными. Собственные функции опе-
раторов физических величин образуют полную систему. Для оператора L̂ с
дискретным спектром собственных значений (L̂ψn = λn ψn, L̂+ = L̂) это озна-
чает, что волновая функция произвольного состояния может быть разложена
в ряд по его собственным функциям:

ψ(x) =
∞∑
n=1

cnψn(x), cn = ⟨ψn|ψ⟩ =
∫
ψ∗
n(x)ψ(x) dx; (1.7)

базисные функции ψn предполагаются ортонормированными:

⟨ψn|ψm⟩ = δnm =

1, n = m,

0, n ̸= m.

Равенства (1.7) устанавливают взаимно однозначное соответствие между функ-
цией ψ(x) и коэффициентами cn. Говорят, что набор коэффициентов cn опре-
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деляет функцию ψ(x) в дискретном L̂–представлении, подчёркивая тем са-
мым, что базисные функции ψn(x) являются собственными для оператора
L̂. Произвольный линейный оператор Â в указанном представлении задаётся
матрицей с элементами

Anm =

∫
ψ∗
n(x)Âψm(x) dx.

Если спектр собственных значений отвечающего физической величине са-
мосопряжённого оператора L̂ непрерывен, то имеет место разложение произ-
вольной волновой функции в интеграл

ψ(x) =

∫
c(λ)ψ(x, λ) dλ, c(λ) =

∫
ψ∗(x, λ)ψ(x) dx, (1.8)

по собственным функциям ψ(x, λ) оператора L̂. Эти функции нормированы
так, что выполняется равенство∫

ψ∗(x, λ)ψ(x, λ′) dx = δ(λ− λ′),

где δ(λ−λ′) — дельта-функция Дирака. Говорят, что функция c(λ) есть функ-
ция ψ(x) в L̂–представлении. Действие произвольного оператора Â на функ-
цию c(λ) может быть найдено согласно(

Âc
)
λ
=

∫
A(λ, λ′)c(λ′) dλ′,

где нижний индекс справа обозначает аргумент результирующей функции, а

A(λ, λ′) =

∫
ψ∗(x, λ)Âψ(x, λ′) dx.

Множество чисел A(λ, λ′) называют матрицей (ядром) оператора Â в L̂–
представлении.

1.3. Задачи

1. Найти результат действия оператора L̂ =

(
x
d

dx

)2

на функцию f(x) =

cosx.
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Решение. Оператор L̂ представляет собой квадрат оператора Ĉ = x
d

dx
,

который, в свою очередь, является произведением операторов Â = x и

B̂ =
d

dx
. Поэтому

Ĉf = Â
(
B̂f
)
= x

(
d cosx

dx

)
= −x sinx,

L̂f = Ĉ
(
Ĉf
)
= x

d

dx
(−x sinx) = −x (sinx+ x cosx) = −x sinx−x2 cosx.

2. Действие оператора комплексного сопряжения K̂ на функцию ψ(x) (−∞ <

x < ∞) задаётся равенством K̂ψ(x) = ψ∗(x). Является ли этот опера-
тор линейным?

Решение. Пусть f(x) и g(x) — две произвольные функции, заданные на
интервале −∞ < x < ∞, а α и β — два любых (комплексных) числа.
По определению оператора K̂,

K̂ [αf(x) + βg(x)] = α∗f ∗(x) + β∗g∗(x) = α∗K̂f(x) + β∗K̂g(x).

Поскольку в общем случае α∗ ̸= α и β∗ ̸= β, то

K̂ [αf(x) + βg(x)] ̸= αK̂f(x) + βK̂g(x).

Таким образом, равенство (1.1) не выполняется, значит, оператор ком-
плексного сопряжения не является линейным.

3. Показать, что если L̂ — произвольный линейный оператор, а Â — само-
сопряженный оператор, то оператор Ĉ = L̂ÂL̂+ является эрмитовым.

Решение. Найдём оператор Ĉ+, сопряжённый к оператору Ĉ:

Ĉ+ =
(
L̂ÂL̂+

)+
=
(
ÂL̂+

)+
L̂+ = L̂++ÂL̂+ = L̂ÂL̂+.

Таким образом, Ĉ+ = Ĉ.

4. Самосопряжённый оператор Â подчиняется равенству Â2 = αÂ, где α
— действительное число. Найти собственные значения этого оператора.

Решение. Собственные значения λ и собственные функции ψ оператора
Â определяются равенством

Âψ = λψ,
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из которого следует, что

Â2ψ = Â (λψ) = λÂψ = λ2ψ.

С другой стороны, по условию задачи

Â2ψ = αÂψ = αλψ.

Сравнивая два равенства, получаем

αλ = λ2, λ (α− λ) = 0.

Отсюда, λ = 0 либо λ = α.

5. Найти нормированные собственные функции оператора импульса p̂ =

−iℏ d
dx

частицы, совершающей одномерное движение, в координатном
представлении (ℏ = 1.05× 10−27 эрг · с — постоянная Планка).

Решение. По определению, искомые собственные значения и собствен-
ные функции подчиняются равенству

−iℏdψp(x)

dx
= pψp(x),

интегрирование которого даёт

ψp(x) = Aeipx/ℏ.

Нормировочная постоянная A находится из условия
∞∫

−∞

ψ∗
p′(x)ψp(x) dx = A2

∞∫
−∞

ei(p−p′)x/ℏ dx = δ(p− p′).

Учитывая равенство
∞∫

−∞

ei(p−p′)y dy = 2πδ(p− p′),

находим

A2

∞∫
−∞

ei(p−p′)x/ℏ dx = (y = x/ℏ) = A2ℏ
∞∫

−∞

ei(p−p′)y dy = 2πℏA2 δ(p− p′).
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Значит, волновые функции ψp(x) нормированы на дельта-функцию при
A = 1/

√
2πℏ. Окончательный результат имеет вид

ψp(x) =
1√
2πℏ

eipx/ℏ.

6. Состояние частицы задаётся волновой функцией ψ(x) = Aexp
[
ip0x/ℏ− αx2

]
.

Найти вид этой функции в импульсном представлении.

Решение. Найдём значение нормировочного коэффициента A. Исполь-
зуя известную формулу

∞∫
−∞

e−αx2

dx =

√
π

α

для интеграла Пуассона, находим

⟨ψ|ψ⟩ =
∞∫

−∞

ψ∗(x)ψ(x) dx = A2

∞∫
−∞

e−2αx2

dx = A2

√
π

2α
.

Приравнивая правую часть к единице, получаем A =

(
2α

π

)1/4

.

Волновая функция частицы в импульсном представлении равна

c(p) = ⟨ψp(x)|ψ(x)⟩ =
∞∫

−∞

ψ∗
p(x)ψ(x) dx,

где ψp(x)— нормированная собственная функция оператора импульса.
Подстановка сюда выражения для ψ(x) и ψp(x) даёт

c(p) =

(
2α

π

)1/4
1√
2πℏ

∞∫
−∞

ei(p0−p)x/ℏ−αx2

dx.

Для вычисления интеграла запишем показатель экспоненты в виде

i(p0 − p)x/ℏ− αx2 = −α
(
x2 − i(p0 − p)x

ℏ

)
=

= −α
(
x− i(p0 − p)x

2αℏ

)2

− (p0 − p)2

4αℏ2
.
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Тогда

c(p) =

(
2α

π

)1/4
1√
2πℏ

e−
(p0−p)2

4αℏ2

∞∫
−∞

e−α(x− i(p0−p)x
2αℏ )

2

=
1

(2απℏ2)1/4
e−

(p0−p)2

4αℏ2 .

7. Найти явный оператора координаты x̂ в импульсном представлении.

Решение. В импульсном представлении матричные элементы оператора
x̂ равны

x(p, p′) =

∞∫
−∞

ψ∗
p(x)xψp′(x) dx =

1

2πℏ

∞∫
−∞

xei(p
′−p)x/ℏ dx = =

=
ℏ
2π

∞∫
−∞

yei(p
′−p)y dy = i

ℏ
2π

∂

∂p

∞∫
−∞

ei(p
′−p)y dy = iℏ

∂

∂p
δ(p′ − p).

Соответственно, на произвольную функцию Φ(p) оператор x̂ действует
согласно

(x̂Φ)p =

∞∫
−∞

x(p, p′)Φ(p′) dp′ = iℏ
∂

∂p

∞∫
−∞

Φ(p′)δ(p− p′) dp′ = iℏ
∂Φ(p)

∂p
.

(1.9)

Отсюда следует, что x̂ = iℏ
∂

∂p
.

1.4. Задачи для самостоятельного решения

1. Найти результат действия оператора
d2

dx2
на функцию f(x) = e3x.

2. Действие оператора сдвига T̂a на функцию ψ(x) (−∞ < x <∞) задаёт-
ся равенством T̂aψ(x) = ψ(x+a). Является ли этот оператор линейным?

3. Показать, что если L̂ — произвольный линейный оператор, то оператор
i
(
L̂− L̂+

)
является самосопряжённым.

4. Найти собственные значения эрмитового оператора Â, который удовле-
творяет равенству Â3 = α2Â, где α — действительное число.
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5. Найти собственные значения и нормированные собственные функции

оператора l̂z = −iℏ ∂

∂φ
, где φ — азимутальный угол.

6. Основное состояние гармонического осциллятора задаётся волновой функ-
цией ψ(x) = Ae−αx2. Найти её вид в импульсном представлении.

7. Найти явный вид оператора сдвига T̂a в импульсном представлении.
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2. Момент импульса

2.1. Коммутационные соотношения

Независимо от природы механического момента (орбитальный, спиновый,
полный), его компоненты подчиняются коммутационным соотношениям

[Ĵi, Ĵj] = iεijkĴk, [Ĵi, Ĵ
2] = 0; (2.1)

здесь предполагается, что момент измеряется в единицах ℏ. Из указанных
соотношений следует, что квадрат момента равен J(J + 1), где J — целое
либо полуцелое число, а множество возможных значений проекции момента
на ось Oz составлено из чисел −J,−J +1, . . . , J . При этом для орбитального
момента импульса ℏl = r̂ × p̂ величина проекции l̂z на ось Oz может быть
только целочисленной.

В теории механического момента часто применяются “повышающий” (зна-
чение проекции момента на ось Oz) Ĵ+ = Ĵx + iĴy и “понижающий” Ĵ− =

Ĵ − iĴy операторы, отличные от нуля матричные элементы которых равны

⟨M |Ĵ+|M − 1⟩ = ⟨M − 1|Ĵ−|M⟩ =
√

(J +M)(J −M + 1). (2.2)

2.2. Спин электрона

Некоторые частицы, в том числе электроны, обладают спином ŝ — собствен-
ным механическим моментом, который не связан с движением в простран-
стве. Спин электрона равен s = 1/2, его проекция на ось может принимать
только два значения: либо +1/2, либо −1/2 (в единицах ℏ). Компоненты спи-
на электрона принято выражать через матрицы Паули: ŝ = σ̂/2, которые в
sz–представлении записываются согласно

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂x =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
. (2.3)

2.3. Задачи

1. Найти коммутатор [Ĵz, Ĵ+] оператора проекции момента на ось z и опе-
ратора Ĵ+ = Ĵx + iĴy.
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Решение. Записывая искомый коммутатор в виде суммы двух комму-
таторов: [

Ĵz, Ĵ+

]
=
[
Ĵz, Ĵx

]
+ i
[
Ĵz, Ĵx

]
.

и учитывая соотношения
[
Ĵz, Ĵx

]
= iĴy,

[
Ĵz, Ĵy

]
= −iĴx, получаем[

Ĵz, Ĵ+

]
= iĴy + Ĵx = Ĵ+.

2. Показать, что в состоянии |J,M⟩ с определёнными значениями момента
J и его проекции M на ось z выполняются равенства

〈
J2
x

〉
=
〈
J2
y

〉
и

⟨ĴxĴy + ĴyĴx⟩ = 0.

Решение. Найдём среднее значение квадрата оператора Ĵ+ в состоянии
|J,M⟩, применив правило перемножения матриц:

⟨J2
+⟩ = ⟨M |Ĵ2

+|M⟩ =
∑
K

⟨M |Ĵ+|K⟩⟨K|Ĵ+|M⟩.

Все слагаемые в этой сумме равны нулю, поскольку множитель ⟨M |Ĵ+|K⟩
отличен от нуля только при K = M − 1, а множитель ⟨K|Ĵ+|M⟩ —
только при K = M + 1. Значит, в состоянии |J,M⟩ среднее значение〈
Ĵ2
+

〉
= 0. С другой стороны,

Ĵ2
+ =

(
Ĵx + iĴy

)2
= Ĵ2

x − Ĵ2
y + i

(
ĴxĴy + ĴyĴx

)
.

Среднее значение этого выражения в состоянии |J,M⟩ равно〈
Ĵ2
+

〉
=
〈
Ĵ2
x − Ĵ2

y

〉
+ i
〈
ĴxĴy + ĴyĴx

〉
= 0.

Отделяя здесь действительную и мнимую части, получаем〈
Ĵ2
x

〉
=
〈
Ĵ2
y

〉
,
〈
ĴxĴy + ĴyĴx

〉
= 0.

3. Моменты J1 и J2 двух слабо взаимодействующих систем складываются
в результирующий момент J . Показать, что в состояниях с заданным
значением J скалярное произведение J1 · J2 имеет определённое значе-
ние.

Решение. Операторы Ĵ1 и Ĵ2 коммутируют, поэтому квадрат оператора
суммарного механического момента равен

Ĵ2 = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + 2Ĵ1 · Ĵ2.
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Из этого выражения следует, что

Ĵ1 · Ĵ2 =
1

2

(
Ĵ2 − Ĵ2

1 − Ĵ2
2

)
.

Значит, в состоянии с заданными значениями J1, J2 и J скалярное про-
изведение J1 · J2 имеет величину

Ĵ1 · Ĵ2 =
1

2
[J(J + 1)− J1(J1 + 1)− J2(J2 + 1)] .

4. Найти собственные значения и нормированные на единицу собственные
функции x–компоненты оператора спина электрона.

Решение. Собственные значения sx и собственные функции Ψsx опера-
тора ŝx подчиняются уравнению

ŝxΨsx = sxΨsx.

В sz – представлении оператор ŝx задаётся матрицей

ŝx =

(
0 1

2

1
2 0

)
,

а функция Ψsx изображается двухэлементным вектор-столбцом

Ψsx =

(
a

b

)
,

и указанное уравнение имеет вид(
0 1

2

1
2 0

)(
a

b

)
= sx

(
a

b

)
,

или 
−sxa+

b

2
= 0,

a

2
− sxb = 0.

Эта система однородных уравнений имеет нетривиальное решение, если
определитель соответствующей матрицы равен нулю:∣∣∣∣∣∣∣

−sx
1

2
1

2
−sx

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Решение этого уравнения даёт искомые собственные значения: sx = ±1

2
.

Как видно, при sx =
1

2
выполняется равенство a = b, а при sx = −1

2
— равенство a = −b. Применяя условие нормировки |a|2 + |b|2 = 1,

находим, что a = b =
1√
2

при sx =
1

2
и a = −b =

1√
2

при sx = −1

2
.

Таким образом, искомые собственные функции имеют вид

Ψsx=+1/2 =
1√
2

(
1

1

)
, Ψsx=−1/2 =

1√
2

(
1

−1

)
.

5. Найти средние значения ⟨Ĵ⟩ и ⟨Ĵ2⟩ для полного момента Ĵ = ĵ1+ ĵ2 си-
стемы, состоящей из двух слабо взаимодействующих подсистем 1 и 2, со-
стояния которых |j1,M1⟩ и |j2,M2⟩ характеризуются заданными кван-
товыми числами момента и его z–проекции. Найти вероятности различ-
ных значений полного момента в случае, когда M1 = j1 и M2 = j2 − 1.

Решение. Диагональные матричные элементы повышающего ĵ+ и по-
нижающего ĵ− операторов в jz–представлении равны нулю, поэтому в
состояниях с заданным значением m проекции момента на ось Oz со-
ответствующие средние равны нулю:

⟨j+⟩ = ⟨j−⟩ = 0.

Но

ĵx =
ĵ+ + ĵ−

2
, ĵx =

ĵ+ − ĵ−
2i

,

поэтому в указанных состояниях равны нулю и средние значения попе-
речных компонент момента: ⟨jx⟩ = ⟨jy⟩ = 0. Это означает, что

⟨Jx⟩ = ⟨j1x⟩+ ⟨j2x⟩ = 0, ⟨Jy⟩ = ⟨j1y⟩+ ⟨j2y⟩ = 0.

Однако среднее значение z–компоненты полного момента отлично от
нуля:

⟨Jz⟩ = ⟨j1z⟩+ ⟨j2z⟩ =M1 +M2.

Если пренебречь взаимодействием подсистем, то для среднего квадрата
полного механического момента системы можно записать выражение

⟨J2⟩ = ⟨j21⟩+ ⟨j22⟩+ 2⟨j1 · j2⟩ = ⟨j21⟩+ ⟨j22⟩+ 2⟨j1⟩ · ⟨j2⟩.
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Учитывая, что

⟨j21⟩ = j1(j1 + 1), ⟨j22⟩ = j2(j2 + 1),

⟨j1⟩ · ⟨j2⟩ = ⟨j1x⟩⟨j2x⟩+ ⟨j1y⟩⟨j2y⟩+ ⟨j1z⟩⟨j2z⟩ = ⟨j1z⟩⟨j2z⟩ = m1m2,

получаем
⟨J2⟩ = j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1) + 2m1m2.

Если m1 = j1, а m2 = j2 − 1, то полный момент J может принимать
два значения: J = j1 + j2 и J = j1 + j2 − 1. Им соответствуют значения
(j1+ j2)(j1+ j2+1) и (j1+ j2− 1)(j1+ j2) квадрата момента. Обозначив
вероятности этих значений через p1 и p2 и учтя, что p1 + p2 = 1, для
среднего значения квадрата полного момента рассматриваемой системы
можно записать выражение

⟨J2⟩ = p1(j1 + j2)(j1 + j2 + 1) + (1− p1)(j1 + j2 − 1)(j1 + j2).

Сравнив его с полученным выше равенством, приходим к линейному
алгебраическому уравнению

p1(j1+j2)(j1+j2+1)+(1−p1)(j1+j2−1)(j1+j2) = j1(j1+1)+j2(j2+1)+2m1m2

для неизвестной вероятности p1. Решая его, находим

p1 =
j2

j1 + j2
, p2 = 1− p1 =

j1
j1 + j2

.

2.4. Задачи для самостоятельного решения

1. Найти коммутатор [Ĵz, Ĵ−] оператора проекции момента на ось z и “по-
нижающего” оператора Ĵ− = Ĵx − iĴy.

2. Найти средние значения
〈
J2
x

〉
и
〈
J2
y

〉
в состоянии |J,M⟩ с определённы-

ми значениями момента J и его проекции M на ось z.

3. Найти собственные значения и собственные функции y и z–компонент
оператора спина электрона.
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4. Моменты J1 и J2 двух слабо взаимодействующих систем складываются
в результирующий момент J . Показать, что в состояниях с заданным
значением J скалярное произведение J1 · J имеет определённое значе-
ние.

5. Найти вероятности возможных значений j полного момента ĵ = l̂ + ŝ

электрона в состоянии |l,m, sz⟩ с заданными значениями орбитального
квантового числа, магнитного квантового числа и проекции спина на
ось z.
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3. Электронный газ в магнитном поле

3.1. Движение в магнитном поле

Гамильтониан электрона в присутствии магнитного поля (гамильтониан Па-
ули) имеет вид

Ĥ =
1

2me

(
P̂ +

e

c
A
)2

+ µBH · σ̂ − eφ, (3.1)

где µB = eℏ/2mec — магнетон Бора, P̂ = −iℏ grad — обобщённый импульс,
A и φ — векторный и скалярный потенциалы электромагнитного поля.

Решение стационарного уравнения Шрёдингера с гамильтонианом Паули
приводит к следующему выражению для уровней энергии электрона:

εσ,n,pz = ℏωH

(
n+

1

2

)
+

p2z
2me

+ σµBH, n = 0, 1, 2, . . . , σ = ±1. (3.2)

Дискретные значения энергии, определяемые первым слагаемым, называют
уровнями Ландау ; они отвечают движению электрона в плоскости, перпен-
дикулярной магнитному полю. Второе слагаемое даёт энергию его движения
вдоль поля, а последнее — расщепление уровней, обусловленное наличием у
электрона спина.

3.2. Ферми-газ

При расчёте термодинамических характеристик вырожденного электронного
газа необходимо учитывать, что электроны являются фермионами, поэтому
средние числа заполнения равны

nk =
1

e(εk−µ)/θ + 1
, (3.3)

где µ — химический потенциал, а θ — температура в энергетических еди-
ницах. Термодинамический потенциал Ω для газа электронов может быть
найден согласно

Ω = −θ
∑
k

ln
(
1 + e−(εk−µ)/θ

)
. (3.4)
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3.3. Задачи

1. Найти энергетический спектр заряженной бесспиновой частицы, кото-
рая находится во взаимно перпендикулярных однородных магнитном и
электрическом полях.

Решение. Обозначим массу частицы через m, а её электрический заряд
через e. Будем считать, что напряжённость H магнитного поля направ-
лена вдоль оси Oz, а напряжённость E электрического поля — вдоль
осиOx. Скалярный потенциал поля выберем равным Φ = −Ex, а декар-
товые компоненты векторного потенциала равными Ax = 0, Ay = Hx,
Az = 0 (при таком выборе E = − gradΦ, H = rotA, как и должно
быть). Гамильтониан системы запишется в виде

Ĥ =
1

2m

[
P̂ 2
x +

(
P̂y −

eH

c
x

)2

+ P̂ 2
z

]
− eEx.

Он коммутирует с операторами P̂y и P̂z и, следовательно, имеет с ни-
ми общую систему собственных функций. Это означает, что решение
стационарного уравнения Шрёдингера

ĤΨ = EΨ

следует искать в виде

Ψ(x, y, z) = χ(x) eipyy/ℏ eipzz/ℏ,

где χ(x) — подлежащая определению функция; величины py и pz задают
значения соответствующих компонент обобщённого импульса. Подста-
новка этого выражения в уравнение Шрёдингера приводит к равенству

− ℏ2

2m

d2χ

dx2
+

1

2m

(
py −

eH

c
x

)2

χ(x)− eExχ(x) =

(
E − p2z

2m

)
χ(x)

(отличный от нуля множитель exp[i(pyy + pzz)/ℏ] присутствует в каж-
дом слагаемом и его можно сократить). Выделим в его левой части
можно полный квадрат:

1

2m

(
py −

eH

c
x

)2

χ(x)− eEx =

=
e2H2

2mc2

(
x− cpy

eH
− mc2E

eH2

)2

−
(
cEpy
H

+
mc2E2

2H2

)
,
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и запишем уравнение для функции χ(x) в виде

− ℏ2

2m

d2χ

dx2
+
e2H2

2mc2

(
x− cpy

eH
− mc2E

eH2

)2

χ(x) =

=

(
E − p2z

2m
+
cEpy
H

+
mc2E2

2H2

)
χ(x).

Если обозначить

ωH = eH/mc, Ẽ = E − p2z
2m

+
cEpy
H

+
mc2E2

2H2
,

и сделать замену переменной

x̃ = x− cpy
eH

− mc2E

eH2
,

то полученное уравнение

− ℏ2

2m

d2χ

dx̃2
+
mω2

H x̃
2

2
χ(x̃) = Ẽχ(x̃)

окажется в точности совпадающим со стационарным уравнением Шрё-
дингера для гармонического осциллятора с частотой ωH . Уровни энер-
гии последнего известны: Ẽn = ℏωH(n + 1/2), n = 0, 1, 2, . . .. Значит,
энергия рассматриваемой частицы в стационарных состояниях равна

Enpypz = ℏωH

(
n+

1

2

)
+

p2z
2m

− cEpy
H

− mc2E2

2H2
, n = 0, 1, 2, . . . ;

величины py и pz пробегают непрерывный ряд значений от −∞ до ∞.

2. Для незаряженной частицы со спином s = 1/2 и магнитным моментом
µ0 (µ̂ = µ0σ̂), помещённой в однородное магнитное поле, определить
стационарные состояния (волновые функции и соответствующие уровни
энергии).

Решение. Обозначим массу частицы через m. Направим ось Oz вдоль
направления приложенного поля и запишем гамильтониан частицы в
виде

Ĥ =
p2

2m
− µ0Hσ̂z.

Он не содержит слагаемых, которые включают одновременно и про-
странственные, и спиновые переменные, поэтому его собственные функ-
ции факторизуются:

Ψ(r, sz) = ϕ(r)S(sz).
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Кроме того, гамильтониан коммутирует с операторами p̂ и σ̂z. Это озна-
чает, что функция ϕ(r) является собственной для оператора p̂, а функ-
ция S(sz) — для оператора σ̂z. Таким образом, нормированные на еди-
ницу собственные функции оператора Ĥ имеют вид

Ψpσ(r, sz) = (2πℏ)−3/2 eip·r/ℏδ (σ − sz) , sz = ±1

2
.

Отвечающие им собственные значения гамильтониана

Epσ =
p2

2m
− µ0Hσ

определяют уровни энергии частицы.

3. Показать, что гамильтониан Паули может быть записан в виде Ĥ =

(σ̂ (p̂+ eA/c))2 /2m− eφ.

Решение. С помощью правила суммирования по повторяющемуся ин-
дексу перепишем указанный в условии оператор согласно

Ĥ =
1

2m
σ̂iσ̂j

(
P̂i +

e

c
Ai

)(
P̂j +

e

c
Aj

)
− eφ(r).

Используем свойства матриц Паули

σ̂iσ̂j = iεijkσ̂k + δij,

чтобы преобразовать гамильтониан Ĥ к виду

Ĥ =
1

2m
(iεijkσ̂k + δij)

(
P̂i +

e

c
Ai

)(
P̂j +

e

c
Aj

)
− eφ(r) =

=
1

2m

(
P̂i +

e

c
Ai

)2
+

1

2m
iεijkσ̂k

(
P̂i +

e

c
Ai

)(
P̂j +

e

c
Aj

)
− eφ(r).

Второе слагаемое в этой сумме можно упростить. Рассмотрим, как соот-
ветствующий оператор действует на произвольную функцию координат
f(r):

εijk

(
P̂i +

e

c
Ai

)(
P̂j +

e

c
Aj

)
f(r) =

= iℏεkij
(
− ∂

∂xi
+
e

c
Ai

)(
− ∂

∂xj
+
e

c
Aj

)
f(r) =

= iℏεkij
(

∂2f

∂xi∂xj
− e

c

∂ (Ajf)

∂xi
− e

c
Ai
∂f

∂xj
+
(e
c

)2
AiAjf

)
.
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Но первый и последний члены здесь равны нулю:

εkij
∂2f

∂xi∂xj
=

1

2

(
εkij

∂2f

∂xi∂xj
+ εkij

∂2f

∂xi∂xj

)
=

1

2

(
εkij

∂2f

∂xi∂xj
+ εkji

∂2f

∂xj∂xi

)
=

=
1

2

(
εkij

∂2f

∂xi∂xj
− εkij

∂2f

∂xj∂xi

)
= 0,

εijkAiAj = (A×A)k = 0,

а сумму второго и третьего можно записать как

εkij

(
∂ (Ajf)

∂xi
+ Ai

∂f

∂xj

)
= εkij

(
∂ (Ajf)

∂xi
− Aj

∂f

∂xi

)
= εijk

∂Aj

∂xi
f.

Значит,

εijk

(
P̂i +

e

c
Ai

)(
P̂j +

e

c
Aj

)
f(r) = −ieℏ

c
εijk

∂Aj

∂xi
f(r),

или
εijk

(
P̂i +

e

c
Ai

)(
P̂j +

e

c
Aj

)
= −ieℏ

c
εijk

∂Aj

∂xi
.

Сумма (по индексам i и j) в правой части этого равенства определяет
k-ю компоненту ротора векторного потенциала A:

−ieℏ
c
εijk

∂Aj

∂xi
= −ieℏ

c
(rotA)k = −ieℏ

c
Hk.

Учитывая это, получаем окончательное выражение

Ĥ =
1

2m

(
P̂i +

e

c
Ai

)2
+

eℏ
2mc

σ̂kHk−eφ =
1

2m

(
P̂ +

e

c
A
)2

+µBH ·σ̂−eφ,

которое совпадает с гамильтонианом Паули.

4. Вычислить статическую намагниченность двумерного электронного га-
за, предполагая, что вектор напряжённости магнитного поля лежит в
плоскости системы.

Решение. Получим прежде всего выражения для импульса и энергии
Ферми в двумерном случае при нулевой температуре (θ = 0). Площадь
ячейки в импульсном пространстве, соответствующий одному состоя-
нию электрона, равен (2πℏ/Ly) × (2πℏ/Lz) = 4π2ℏ2/V , где Ly и Lz —
линейные размеры системы, а V = LxLy. Поверхность Ферми в дву-
мерном случае представляет собой окружность. Её радиус pF является
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импульсом Ферми, а отвечающая энергия EF = p2F/2me — энергией
Ферми. При θ = 0 удвоенное отношение площади окружности Ферми к
площади одной ячейки даёт полное число частиц:

N = 2
πp2F
4π2ℏ2

V =
p2FV

2πℏ2
,

откуда

pF = ℏ
(
2π
N

V

)1/2

, EF =
ℏ2

2me

(
2π
N

V

)
.

В отсутствие внешнего поля термодинамический потенциал Ω равен

Ω = −2θ
∑
p

ln

(
1 + exp

(
−εp − µ

θ

))
, εp =

p2

2me
.

Появление двойки здесь, как и в формуле для числа частиц, связано с
тем, что проекция спина на ось может принимать два значения (sz =

±1/2).

Если напряжённость магнитного поля лежит в плоскости системы (для
определённости — вдоль оси Oz), то диамагнитного эффекта Ландау не
возникает, поскольку электроны не могут оказаться в плоскости, пер-
пендикулярной магнитному полю (их движение ограничено плоскостью
yOz). Энергия электрона в этом случае равняется

εp,σ =
p2

2me
+ µBσH, σ = ±1,

а термодинамический потенциал —

Ω = −θ
∑
p

∑
σ=±1

ln

(
1 + exp

(
−εp,σ − µ

θ

))
.

Можно использовать другую форму записи этого выражения:

Ω = Ω+ + Ω−,

если ввести величины

Ω+ = −θ
∑
p

ln

(
1 + exp

(
−εp − µ+

θ

))
, µ+ = µ+ µBH,
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Ω− = −θ
∑
p

ln

(
1 + exp

(
−εp − µ−

θ

))
, µ− = µ− µBH.

В таком случае намагниченность системы так же представится в виде
двух слагаемых:

M = − 1

V

∂Ω

∂H
=M+ +M−, M+ = −µB

V

∂Ω+

∂µ+
, M− =

µB
V

∂Ω−

∂µ−
,

или
M =

µB
V

(N+ −N−) , N+ = −∂Ω+

∂µ+
, N− = −∂Ω−

∂µ−
.

Найдём числа N+ и N−. По определению,

N+ = −∂Ω+

∂µ+
=
∑
p

e−(εp−µ+)/θ

1 + e−(εp−µ+)/θ
=
∑
p

1

e(εp−µ+)/θ + 1
.

Переходя от здесь от суммирования к интегрированию по всему им-
пульсному пространству (при таком переходе возникает дополнитель-
ный множитель V/4π2ℏ2), получим

N+ =
V

4π2ℏ2

+∞∫
0

2πpdp

e(εp−µ+)/θ + 1
=

2mV

4πℏ2

+∞∫
0

dεp
e(εp−µ+)/θ + 1

=
2mV θ

4πℏ2
ln
(
1 + eµ+/θ

)
.

При записи правой части было учтено, что
∞∫
0

dx

e−αex + 1
= ln (1 + eα)

(для расчёта интеграла нужно сделать замену переменной t = e−αex,
после чего он может быть сведён к табличному). Принимая во внимание
выражения для EF и µ+, формулу для N+ можно представить в виде

N+ =
N

2

θ

EF
ln

(
1 + exp

(
µ+ µBH

θ

))
.

Совершенно аналогично,

N− =
N

2

θ

εF
ln

(
1 + exp

(
µ− µBH

θ

))
.

Значит, искомая намагниченность электронного газа равна

M = c µB
θ

2EF
ln

1 + αeµBH/θ

1 + αe−µBH/θ
,
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где c = N/V — число частиц в единице объёма, а величина α = eµ/θ

определяется химическим потенциалом системы. Отметим, что послед-
ний может быть исключён из окончательного результата с помощью
условия N+ + N− = N . Подстановка в него выражений для N+ и N−

даёт
θ

2EF
ln

(
1 + 2 ch

(
µBH

θ

)
eµ/θ + e2µ/θ

)
= 1,

или
1 + 2 ch

(
µBH

θ

)
eµ/θ + e2µ/θ = e2EF /θ.

Решая это квадратное (относительно величины eµ/θ) уравнение, полу-
чаем окончательно

α = eµ/θ = − ch
µBH

θ
+

√
e2EF /θ + sh2

µBH

θ
.

5. Найти плотность состояний для электронного газа в магнитном поле,
пренебрегая расщеплением уровней, связанным с наличием спина.

Решение. Плотность состояний может быть найдена по формуле

ρ(ε) =
∑
k

δ(ε− εk)

(сумма выполняется по состояниям, задаваемым набором квантовых
чисел k). В указанном приближении уровни энергии электрона опреде-
ляются выражением

εn,pz =
p2z
2me

+ ℏωc

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

поэтому

ρ(ε) =
∑

σ,n,px,pz

δ

(
ε− ℏωH

(
n+

1

2

)
− p2z

2me

)
.

Спиновая переменная может принимать два значения (sz = ±1/2), и
суммирование по ней даёт множитель 2. При переходе от суммирова-
ния по значениям x–компоненты обобщённого импульса к интегрирова-
нию, необходимо учесть, что px определяет центр орбиты электрона в
плоскости, перпендикулярной напряжённости магнитного поля (центр
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осциллятора Ландау): y0 = cpx/eH. Указанный центр должен находит-
ся внутри образца:

−Lx

2
⩽ y0 ⩽

Lx

2
,

поэтому

−eHLx

2c
⩽ px ⩽

eHLx

2c
.

Продольная компонента обобщённого импульса может изменяться в пре-
делах от −∞ до ∞. Таким образом,

ρ(ε) = 2
Lx

2πℏ
Lz

2πℏ

∞∑
n=0

∞∫
−∞

dpz

eHLx/2c∫
−eHLx/2c

dpxδ

(
ε− ℏωH

(
n+

1

2

)
− p2z

2me

)
.

Выполнив интегрирование по px и учтя чётность подынтегральной функ-
ции по аргументу pz, получим

ρ(ε) =
eHV

c (πℏ)2

∞∑
n=0

∞∫
0

dpzδ

(
ε− ℏωH

(
n+

1

2

)
− p2z

2me

)
.

Сделаем замену переменной

t =
p2z
2me

, dt =
pzdpz
me

, dpz =
medt

pz
=

dt√
2met

.

Тогда

ρ(ε) =
eHV

√
2mec (πℏ)2

∞∑
n=0

∞∫
0

δ

(
ε− ℏωH

(
n+

1

2

)
− t

)
√
t

dt =

=
eHV

√
2mec (πℏ)2

∞∑
n=0

√√√√√ 1

ε− ℏωH

(
n+

1

2

) .

3.4. Задачи для самостоятельного решения

1. Для заряженной бесспиновой частицы, помещённой во взаимно перпен-
дикулярные магнитное и электрическое поля, определить стационарные
состояния (волновые функции и соответствующие уровни энергии).
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2. Для заряженной частицы со спином s = 1/2 и гиромагнитным отноше-
нием γ, помещённой в однородное магнитное поле, определить стацио-
нарные состояния.

3. Показать, что проекция спина электрона на направлении скорости яв-
ляется интегралом движения, если приложенное поле является одно-
родным и стационарным.

4. Выполнить количественную оценку парамагнитной восприимчивости
газа электронов, связанную с наличием у них спина.

5. Найти термодинамический потенциал Ω для электронного газа в маг-
нитном поле, пренебрегая спиновым расщеплением энергетических уров-
ней.
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4. Атомы в магнитном поле

4.1. Магнитный момент атома

Состояние атома с заданными значениями квантовых чисел L, S и J часто
обозначают следующим образом (спектральные обозначения):

κLJ , (4.1)

где κ = 2S + 1 так называемая мультиплетность. При этом пишут не чис-
ловое значение L, а его буквенный аналог (S, P , D, F , G, H, . . . )

В отсутствие внешнего магнитного поля уровни энергии не зависят от
проекции момента MJ на заданное направление. Магнитное поле снимает
это вырождение, причём энергия расщепления равна

∆E = µBgHMJ , (4.2)

где

g = 1 +
J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
(J ̸= 0) (4.3)

называется фактором Ландэ. Величина

µz = −gµBMJ (4.4)

определяет проекцию магнитного момента атома в состоянии с фиксирован-
ным MJ на направление приложенного поля.

4.2. Магнетизм газов

Статическая магнитная восприимчивость системы, состоящей из атомов с
полностью заполненными электронными оболочками, равна

χdia = − ne2

6mec2

Z∑
i=1

⟨r2i ⟩0, (4.5)

где Z — число электронов в атоме, n — число атомов в единице объёма, а
⟨r2i ⟩0 — средний (по основному состоянию атома) квадрат расстояния i–го
электрона от ядра. Величину χdia часто называют ларморовской диамагнит-
ной восприимчивостью. Приведённое выражение можно использовать для
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описания магнитного отклика инертных газов и простых ионных кристаллов
при не очень высоких температурах, когда тепловая энергия мала по срав-
нению в интервалом между основным и ближайшим к нему возбуждённым
состояниям.

Если система состоит из слабо взаимодействующих атомов, собственный
магнитный момент которых отличен от нуля, то её парамагнитная воспри-
имчивость подчиняется закону Кюри:

χpara =
C

T
, C =

n (gµB)
2 J(J + 1)

3kB
, (4.6)

где n— число атомов в единице объёма. Если энергия атома в магнитном поле
много меньше тепловой энергии: gµBH ≪ kBT , то намагниченность системы
пропорциональна напряжённости приложенного поля: M = χparaH.

4.3. Задачи

1. Выписать спектральные обозначения состояния атома, в котором спи-
новое квантовое число S = 3/2, орбитальное квантовое число L = 2, а
фактор Ландэ равен g = 0.

Решение. С помощью условия находим L(L + 1) = 6, S(S + 1) = 15/4.
Подставив эти значения в формулу для g–фактора и приравняв резуль-
тат к нулю, получим следующее уравнение для J :

1 +
J(J + 1)− 9/4

2J(J + 1)
= 0;

Его неотрицательным корнем является число J = 1/2. Вычисляя муль-
типлетность κ = 2S + 1 = 4 учитывая, что значению L = 2 отвечает
буква D, определяем, что атом находится в состоянии 4D1/2.

2. Атом в состоянии 2P1/2 находится на оси кругового витка с током на
расстоянии l = 5.0 см от его центра. Найти максимальную силу, дей-
ствующую на атом, если сила тока в контуре I = 10 А, а его радиус
R = 5.0 см.

Решение. Выберем начало декартовой системы координат в центре вит-
ка и направим Oz вдоль его. Тогда напряжённость магнитного поля в
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точках, расположенных на оси Oz, найдётся как

Hz =
I

c

2πr2

(r2 + z2)3/2
,

где c — скорость света в вакууме. Средняя сила, действующая на атом
в магнитном поле, равна

F = (µ · ∇)H .

На оси витка поперечные компоненты поля, а значит, и силы F равны
нулю. Однако её продольная компонента отлична от нуля:

F z = µz
∂Hz

∂z
.

Средняя проекция магнитного момента на ось Oz выражается через
соответствующую проекцию механического момента

µz = gµBJz,

так что
F z = gµBJz

∂Hz

∂z
.

Модуль этой величины достигает наибольшего значения, когда атом на-
ходится в состоянии с заданной величиной Jz проекции механического
момента на ось витка, причём |Jz| = J . Таким образом, с учётом выра-
жения

∂H

∂z
= − 6πIR2z

c (R2 + z2)5/2
,

находим, что при z = l максимальное значение силы, действующей на
атом, равно

Fmax = gµBJ
6πIR2l

c (R2 + l2)5/2
.

В состоянии 2P1/2 квантовые числа J = 1/2, L = 1, S = 1/2, и вычис-
ление фактора Ландэ даёт g = 2/3. Подстановка численных данных в
выражение для Fmax даёт

Fmax = 4.1× 10−22 дин

(в гауссовой системе единиц сила тока равна 10I/c, где I — её значение
в амперах).
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3. В опыте Штерна и Герлаха узкий пучок атомов ванадия в состоянии
4F3/2 пропускают через поперечное резко неоднородное поле магнитное
поле протяжённостью l = 5.0 см. Результат эксперимента наблюдают
на экране, который находится на расстоянии L = 15 см от магнита.
Кинетическая энергия атомов в пучке K = 22 мэВ. Найти расстояние
между крайними компонентами расщеплённого пучка на экране, если
градиент напряжённости магнитного поля ∂H/∂z = 15 кЭ/см.

Решение. Введём декартовую систему координат, направив осьOx вдоль
начальной скорости атомов, а ось Oz — вдоль магнитного поля. Сред-
няя сила, действующая на атом в неоднородном поле магнита, равна

F z = µz
∂H

∂z
.

Эта сила изменяет z–компоненту скорости атома, создавая ускорение

az =
F z

m
=
µz
m

∂H

∂z
.

При этом движение вдоль оси Ox всё время остаётся равномерным со
скоростью vx = v0 =

√
2K/m.

После прохождения магнитного поля атомы смещаются вдоль осиOz на
величину ∆1 = azt

2
1/2, где t1 = l/v0 — время пролёта соответствующего

участка. В области между магнитом и экраном движение вдоль оси Oz
равномерно, поэтому вертикальное смещение составляет ∆2 = vzt2, где
t2 = L/v0. Общее отклонение атомов, очевидно, равно ∆z = ∆1 +∆2.

В состоянии с фиксированной проекцией Jz механического момента ато-
ма на ось Oz соответствующая проекция магнитного момента равна
µz = gµBJz. Наибольшее отклонение от начального направления движе-
ния будут испытывать атомы, для которых величина |Jz| максимальна:
Jz = J либо Jz = −J . Атомы каждого из этих типов смещаются на одну
и ту же величину, но в противоположных направлениях. Это означает,
что расстояние между крайними компонентами расщеплённого пучка
равно

∆max = 2 (∆1 +∆2) |µz=gµBJ
.

Собирая вместе все результаты, получаем

∆max =
gµBJl (l + 2L)

2K

∂H

∂z
.
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Фактор Ландэ для рассматриваемых атомов равен g = 2/5. Подставляя
числовые данные, находим

∆max = 2.1мм.

4. Атом находится в слабом магнитном поле напряжённости H = 2 кЭ.
Найти величину расщепления уровня энергии, отвечающего состоянию
1D.

Решение. Магнитное поле по условию является слабым (сложный эф-
фект Зеемана), поэтому вызванный им сдвиг уровней энергии равен

∆EMJ
= gµBMJH,

где MJ = −J, J + 1, . . . , J . Искомая величина расщепления равняется
интервалу между верхним и нижним подуровнями:

∆E = ∆EMJ=J −∆EMJ=−J = 2gµBJH.

Квантовые числа для атомов в состоянии 1D равны S = 0, L = J =

2, а фактор Ландэ g = 1. Подставляя в формулу числовые значения,
находим

∆E = 4.6× 10−5 эВ.

5. Вычислить молярную диамагнитную восприимчивость газа атомов ге-
лия, если в основном состоянии координатная часть их волновой функ-
ции имеет вид Ψ(r1, r2) = α3/πr3B e

−α(r1+r2)/rB , где α = 27/16, а rB =

0.53× 10−8 см — боровский радиус.

Решение. Искомая молярная восприимчивость равна

χM = − NAe
2

6mec2
(
⟨r21⟩0 + ⟨r22⟩0

)
,

где NA — число Авогадро. Волновая функция основного состояния сим-
метрична по переменным r1 и r2, поэтому r21 = r22, так что

χM = −NAe
2⟨r21⟩0

3mec2
.
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Средний квадрат расстояния ⟨r21⟩0 вычисляется согласно

⟨r21⟩0 =
∫
r21
∣∣Ψ2
∣∣ dV1dV2 = ( α3

πr3B

)2 ∫
r21 e

−2α(r1+r2)/rB dV1dV2 =

=

(
α3

πr3B

)2 ∫
r21 e

−2αr1/rB dV1

∫
e−2αr2/rBdV2.

Интегралы удобно вычислить в сферической системе координат:

∫
e−2αr2/rBdV2 =

∞∫
0

dr

π∫
0

dϑ

2π∫
0

dφ r22 sinϑ e
−2αr2/rB =

= 4π

∞∫
0

r2e−2αr/rBdr = 4π

∞∫
0

r2e−2αr/rBdr =
πr3B
α3

,

∫
r21 e

−2αr1/rB dV1 = 4π

∞∫
0

r4e−2αr/rBdr =
3πr5B
α5

(для нахождения интегралов по r можно несколько раз применить ме-
тод интегрирования по частям). Таким образом, средний квадрат уда-
ления электрона от ядра составляет ⟨r21⟩0 = 3r2B/α

2. Соответственно,
молярная восприимчивость

χM = −NA

me

(erB
αc

)2
.

Подставляя сюда числовые значения (NA = 6.02 × 1023 моль−1, me =

9.1× 10−28 г, e = 4.8× 10−10 ед., c = 3× 1010 см/, получаем

χM = −1.66× 10−6 см3/моль.

6. Парамагнитный одноатомный газ из атомов, находящихся в состоя-
нии 2S1/2, помещён в однородное магнитное поле H = 25 кЭ. Найти
намагниченность этой системы, если число атомов в единице объёма
n = 1020 см−3, а температура T = 300 К.

Решение. Для рассматриваемых атомов L = 0, J = S = 1/2 и, соответ-
ственно, фактор Ландэ

g = 1 +
J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
= 2.
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Отношение характерной магнитная энергии атомов gµBH к тепловой
kBT составляет 0.011, что много меньше единицы. Поэтому намагни-
ченность системы определяется законом Кюри:

M =
n (gµB)

2 J(J + 1)

3kB
H = nµB

(
µBH

kBT

)
.

Подставляя численные значения, находим

M = 5.2× 10−3 Гс.

4.4. Задачи для самостоятельного решения

1. Выписать спектральные обозначения состояния атома, в котором спи-
новое квантовое число S = 1/2, квантовое число J = 3/2, а фактор
Ландэ равен g = 4/3.

2. Атом в состоянии 4D1/2 находится на расстоянии r = 2.5 см от длинного
проводника с током I = 10 А. Найти силу, действующую на атом.

3. Узкий пучок атомов в состоянии 5F1 пропускают по методу Штерна и
Герлаха через сильно неоднородное магнитное поле. На сколько потоков
разделится исходный пучок?

4. Атом находится в слабом магнитном поле напряжённости H = 2.5 кЭ.
Найти величину расщепления уровня энергии, отвечающего состоянию
3F4.

5. Сделайти оценку отношения диа- и парамагнитной восприимчивости
атомарного газа при комнатной температуре и убедитесь, что χdia ≪
χpara.

6. Найти постоянную Кюри для одного моля газа атомов натрия, находя-
щихся в основном состоянии.
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5. Магнитное упорядочение: модель Гейзенберга–
Дирака–Ван-Флека

5.1. Обменное взаимодействие

В квантовой механике энергия совокупности одинаковых частиц зависит от
величины полного системы, даже если её гамильтониан не включает спино-
вых переменных. Чтобы подчеркнуть это, говорят, что между частицами есть
своеобразное обменное взаимодействие, которое и приводит к указанной за-
висимости.

В атоме с двумя валентными электронами (например, атоме гелия) об-
менное взаимодействие между ними приводит к тому, что все состояния рас-
падаются на два класса: парасостояния, в которых полный спин S = 0, и
ортосостояния, в которых полный спин S = 1. Парасостояниям отвечают
синглетные уровни энергии атома, а ортосостояниям — триплетные. Если
рассматривать взаимодействие электронов друг с другом как возмущение, то
в первом приближении энергия пара- (Es) и ортосостояний (Et) может быть
вычислена по формуле

Es = Eα + Eβ +K + J, Es = Eα + Eβ +K − J, (5.1)

где Eα и Eβ — энергии электронов в соответствующем водороподобном атоме,
K — среднее значение энергии кулоновского взаимодействия, а J — обменная
энергия (обменный интеграл).

5.2. Гейзеберговский гамильтониан

В подходе Гейзенберга–Дирака–Ван Флека реальный магнетик моделируется
диэлектриком, кристаллическая решётка которого образована атомами од-
ного сорта. Гамильтониан такой системы (гейзенберговский гамильтониан)
записывается в виде

Ĥ = −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝf · Ŝf ′ − gµBH
∑
f

Ŝz
f , (5.2)

где первое слагаемое отвечает попарному обменному взаимодействию элек-
тронов, принадлежащих разным атомам, а второе — взаимодействию атомов
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с внешним полем; суммирование здесь выполняется по узлам решётки (f —
номер узла). Обменный интеграл J(f − f ′) зависит от расстояния между
узлами f и f ′; в случае ферромагнетиков он положителен, в случае антифер-
ромагнетиков — отрицателен.

При конечных температурах в материалах с сильными магнитными свой-
ствами наблюдаются коллективные спиновые колебания — так называемые
спиновые волны. Энергия кристалла в этом случае записывают в виде

E = E0 +
∑
k

Eknk, nk = 0, 1, 2, . . . (5.3)

где E0 — энергия основного состояния, а

Ek = gµBH + 2S
∑
f

(
1− eik·rf

)
J(rf) (5.4)

есть энергия спиновой волны (магнона) с волновым вектором k (суммирова-
ние, как правило, выполняется по ближайшим соседям).

5.3. Задачи

1. Найти обменную и кулоновскую энергию взаимодействия электронов
в атоме гелия с электронной конфигурацией 1s12s1, если измеренные
значения энергии пара- и ортосостояния равны Es = −58.3712 эВ и
Et = −59.1600 эВ соответственно.

Решение. В пренебрежении взаимодействием электронов друг с другом
их энергии определяются выражением

En = −Z
2mee

4

2ℏ2n2
= −54.4

n2
эВ (Z = 2)

при n = 1 и n = 2 в соответствии с указанной в условии электрон-
ной конфигурацией. Кулоновское взаимодействие электронов приводит
к разделению уровней энергии атома гелия на синглетные и триплет-
ные:

Es = E1 + E2 +K + J, Et = E1 + E2 +K − J,

где K и J — искомые кулоновская и обменная энергии соответственно.
Чтобы найти величину J , достаточно составить разность Es − Et:

J =
1

2
(Es − Et) = 0.395 эВ.
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Сложение Es и Et позволяет найти кулоновскую энергию:

K =
1

2
(Es + Et)− (E1 + E2).

Учитывая, что E1 = −54.4 эВ, E2 = −13.6 эВ, находим K = 9.23 эВ.

2. Найти собственные значения обменного оператора V̂e = −1

2
J(1+4ŝ1 ·ŝ2)

для двух электронов (J — обменный интеграл).

Решение. Операторы ŝ1 и ŝ2 коммутируют, поэтому квадрат полного
спина Ŝ = ŝ1 + ŝ2 равен

Ŝ2 = (ŝ1 + ŝ2)
2 = ŝ21 + ŝ22 + 2ŝ1 · ŝ2.

Учитывая, что s1 = s2 = 1/2 и ŝ21 = ŝ22 = 1/2× (1/2+1) = 3/4, находим
отсюда

ŝ1 · ŝ2 =
1

2
Ŝ2 − 3

4
.

Из этого выражения следует, что состояния с заданным полным спи-
ном S являются собственными для оператора ŝ1 · ŝ2. Соответствующие
собственные значения равны

ŝ1 · ŝ2 =
1

2
S(S + 1)− 3

4
,

поскольку в указанных состояниях Ŝ2 = S(S + 1). Спиновое число S,
определяющее квадрат полного спина, может принимать два значения:
S = 0 либо S = 1 (от |s1−s2| до |s1+s2| через единицу). Таким образом,

ŝ1 · ŝ2 =


−3

4
, при S = 0,

1

4
, при S = 1.

Соответственно, значения обменного оператора V̂e = −1

2
J (1 + 4ŝ1 · ŝ2)

равны

V̂e =


+J, при S = 0,

−J, при S = 1.
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3. Показать, что гамильтониан Гейзенберга для ферромагнетика может
быть записан в виде

Ĥ = −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝz
f Ŝ

z
f ′ − gµBH

∑
f

Ŝz
f −

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝ−
f Ŝ

+
f ′,

где Ŝ± = Ŝx ± iŜy.

Решение. Расписав скалярное произведение Sf · Sf ′ через декартовые
компоненты спиновых операторов, запишем гейзенберговский гамиль-
тониан в виде

Ĥ = −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)
(
Ŝx
f Ŝ

x
f ′ + Ŝy

f Ŝ
y
f ′ + Ŝz

f Ŝ
z
f ′

)
− gµBH

∑
f

Ŝz
f .

Поперечные компоненты спинов могут быть выражены через повыша-
ющий Ŝ+ и понижающий Ŝ− операторы согласно

Ŝx =
Ŝ+ + Ŝ−

2
, Ŝy =

Ŝ+ − Ŝ−

2i
.

Тогда

Ŝx
f Ŝ

x
f ′ + Ŝy

f Ŝ
y
f ′ =

1

4

(
Ŝ+
f + Ŝ−

f

)(
Ŝ+
f ′ + Ŝ−

f ′

)
−

− 1

4

(
Ŝ+
f − Ŝ−

f

)(
Ŝ+
f ′ − Ŝ−

f ′

)
=

1

2

(
Ŝ+
f Ŝ

−
f ′ + Ŝ−

f Ŝ
+
f ′

)
.

Подставив это выражение в гамильтониан Ĥ, получим

Ĥ = −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f−f ′)Ŝz
f Ŝ

z
f ′ −gµBH

∑
f

Ŝz
f −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f−f ′)
(
Ŝx
f Ŝ

x
f ′ + Ŝy

f Ŝ
y
f ′

)
=

= −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f−f ′)Ŝz
f Ŝ

z
f ′− gµBH

∑
f

Ŝz
f −

1

2

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f−f ′)
(
Ŝ+
f Ŝ

−
f ′ + Ŝ−

f Ŝ
+
f ′

)
.

Обменный интеграл для пары ионов зависит только от расстояния меж-
ду ними: J(f − f ′) = J(f ′ − f), а коммутатор

[
Ŝ+
f , Ŝ

−
f ′

]
= 0 при f ̸= f ′.

Поэтому∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝ+
f Ŝ

−
f ′ =

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝ+
f ′Ŝ−

f =
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝ−
f Ŝ

+
f ′.
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Значит, гейзенберговский гамильтониан можно записать в виде

Ĥ = −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝz
f Ŝ

z
f ′ − gµBH

∑
f

Ŝz
f −

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝ−
f Ŝ

+
f ′.

4. Найти, какое наибольшее значение может принимать оператор Ŝf · Ŝf ′,
где Ŝf и Ŝf ′ — спиновые операторы магнитных ионов в узлах f и f ′

соответственно (спиновое число S для них предполагается одним и тем
же).

Решение. По условию Ŝ2
f = Ŝ2

f ′ = S(S + 1). Составим оператор ˆ̃S =

Ŝf + Ŝf ′ и с его помощью запишем оператор Ŝf · Ŝf ′ в виде

Ŝf · Ŝf ′ =
1

2

[
ˆ̃S2 − Ŝ2

f − Ŝ2
f ′

]
=

1

2
S̃(S̃ + 1)− S(S + 1).

По правилу сложения механических моментов спиновое число S̃, опре-
деляющее значение квадрата Ŝ2, может принимать значения в интер-
вале от 0 (|S − S|) до 2S (S + S) через единицу. Скалярное произведе-
ние Ŝf · Ŝf ′ имеет наибольшее значение, когда S̃ максимально, то есть
S̃ = 2S. Таким образом,(

Ŝf · Ŝf ′

)
max

=
1

2
(2S)(2S + 1)− S(S + 1) = S2.

5. Убедиться, что состояние, в котором все спины ферромагнетика сона-
правлены, является основным (имеет наименьшую энергию) для гей-
зенберговского гамильтониана.

Решение. Пусть число спинов в решётке равно N . Запишем гамильто-
ниан Гейзенберга в виде

Ĥ = −
∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝz
f Ŝ

z
f ′ − gµBH

∑
f

Ŝz
f −

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝ−
f Ŝ

+
f ′.

Пусть спин в f -ом узле решётки находится в состоянии |S⟩f , в котором
проекция Sz максимальна и равняется спиновому числу S: Ŝz |S⟩f =

S |S⟩f . Состояние |0⟩, в котором все спины ферромагнетика сонаправ-
лены, является произведения указанных состояний |S⟩f отдельных спи-
нов:

|0⟩ =
∏
f

|S⟩f .
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Убедимся, что состояние |0⟩ является собственным для гамильтониана
Гейзенберга. Для этого заметим, что оператор Ŝ+

f , действуя на состоя-
ние с заданной величиной проекции спина Sz, даёт состояние, в котором
величина Sz увеличена на единицу. При заданном спиновом числе S не
существует состояния, в котором Sz = S + 1, поэтому

Ŝ+
f |S⟩f = 0.

Это означает последняя сумма в выражении для H не сказывается на
результате действия гамильтониана на состояние |0⟩, так что

Ĥ |0⟩ = −

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)Ŝz
f Ŝ

z
f ′ + gµBH

∑
f

Ŝz
f

 |0⟩ .

Состояние |0⟩ является собственным для операторов Ŝz
f :

Ŝz
f |0⟩ = S |0⟩ , Ŝz

f Ŝ
z
f ′ |0⟩ = S2 |0⟩ ,

поэтому
Ĥ |0⟩ = E0 |0⟩ ,

где
E0 = −S2

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)−NgµBHS.

Таким образом, состояние |0⟩ является собственным для гейзенбергов-
ского гамильтониана.

Убедимся, что энергия любого другого состояния |0′⟩ рассматриваемого
ферромагнетика превышает E0. По правилу вычисления средних зна-
чений физических величин в квантовой механике энергия E ′

0 состояния
|0′⟩ вычисляется как

E ′
0 =

〈
0′|Ĥ|0′

〉
.

В состоянии с заданной величиной проекции спина на ось Oz средние
значения ⟨Ŝ+

f ⟩ = ⟨Ŝ+
f ⟩ = 0, поэтому

E ′
0 = −

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)
〈
Ŝf
z Ŝ

f ′

z

〉
0′
− gµBH

∑
f

〈
Ŝz
f

〉
0′
.
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Как установлено в предыдущей задаче,
〈
Ŝf
z Ŝ

f ′

z

〉
0′

⩽ S2; кроме того,〈
Sz
f

〉
⩽ S. Поэтому

E ′
0 ⩾ −S2

∑
f,f ′

f ̸=f ′

J(f − f ′)−NgµBHS,

то есть E0′ ⩾ E0. Таким образом, состояние |0⟩ действительно является
основным.

6. Показать, что при малых значениях волнового числа (ka ≪ 1, a — по-
стоянная решётки) энергия спиновой волны в приближении ближайших
соседей может записана в виде Ek = const + ℏ2/2m∗, где m∗ — “эффек-
тивная масса” частицы (магнона).

Решение. Для простоты будем считать, что кристаллическая решётка
имеет простую кубическую структуру. У каждого атома в такой ре-
шётке шесть ближайших соседей — по два вдоль каждой из осей Ox,
Oy и Oz. Обменный интеграл J для каждой пары ближайших соседей
имеет одно и то же значение. Выберем один из атомов, придав его но-
мер f = 0. Выполняя суммирование по ближайшим к нему соседям,
расположенным вдоль оси Ox, при ka≪ 1 получим∑

f(x)

(
1− eik·rf

)
J(rf) = J

(
1− e−ikxa + 1− eikxa

)
=

= 2J (1− cos kxa) ≈ J (kxa)
2 .

Аналогично, для ближайших соседей, расположенных вдоль осей Oy и
Oz, будем иметь∑

f(y)

(
1− eik·rf

)
J(rf) ≈ J (kya)

2 ,
∑
f(z)

(
1− eik·rf

)
J(rf) ≈ J (kza)

2 .

Тогда сумма по всем ближайшим к данному атому соседям при ka≪ 1

равна ∑
f

(
1− eik·rf

)
J(rf) ≈ J

(
k2x + k2y + k2z

)
a2 = Jk2a2,

а энергия спиновой волны

Ek = gµBH + 2S
∑
f

(
1− eik·rf

)
J(rf) = gµBH + 2SJk2a2.
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Если ввести эффективную массу

m∗ =
ℏ2

4SJa2
,

то энергию возбуждённого состояния можно представить в виде

Ek = const +
ℏ2k2

2m∗
,

то есть как энергию свободно движущейся частицы массы m∗.

5.4. Задачи для самостоятельного решения

1. Найти, какое наименьшее значение может принимать диагональный
матричный элемент оператора Ŝf · Ŝf ′, где Ŝf и Ŝf ′ — спиновые опера-
торы магнитных ионов в узлах f и f ′ соответственно.

2. Найти скалярное произведение ŝ1 · ŝ2 спинов (s1 = s2 = 1) двух частиц
в состояниях, в которых суммарный спин системы Ŝ = ŝ1 + ŝ2 имеет
определённое значение.

3. Убедиться, что для антиферромагнетика состояние, в котором спины,
принадлежащие одной и той же магнитной подрешётке, сонаправлены,
но направления спинов в подрешётках противоположны, не является
собственным для гамильтониана Гейзенберга и, следовательно, не мо-
жет считаться основным.

4. Найти энергию основного состояния цепочки из четырёх спинов с анти-
ферромагнитным упорядочением, связанных взаимодействием только
между ближайшими соседями. Учесть, что отвечающий этой системе
гейзенберговский гамильтониан

Ĥ = 2J
(
Ŝ1 · Ŝ2 + Ŝ2 · Ŝ3 + Ŝ3 · Ŝ4 + Ŝ4 · Ŝ1

)
(J > 0)

можно записать в виде

Ĥ = 2J

[(
Ŝ1 + Ŝ1 + Ŝ1 + Ŝ1

)2
−
(
Ŝ1 + Ŝ3

)2
−
(
Ŝ2 + Ŝ4

)2]
.

5. Оценить эффективную массу магнона в ферромагнетике, взяв посто-
янную решётки a ∼ 3 × 10−8 см и обменный интеграл J ∼ 2 × 10−14

эрг.
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